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Capitulo 


Noções de lógica 


1.1 — INTRODUÇÃO 


O objetivo deste capitulo é apresentar algumas noções de lógica, 
necessárias para o bom desenvolvimento do nosso curso. Essa apresentação será 
feita de modo simples e pouco rigoroso, pois um tratamento rigoroso exigiria não 
um, mas vários capitulos, o que certamente não é conveniente, uma vez que o 
nosso curso não pretende ser um curso de lógica e sim de matemática. Além do 
mais, seria pouco didático tentar esgotar o assunto para o principiante. Realmente, 
parece que o melhor modo de estudar um assunto novo é fazé-lo pelo menos em 
dois níveis: numa primeira abordagem, o estudo deve ser feito do modo mais 
intuitivo possivel e vendo, o mais rápido possivel, algumas aplicações; numa 
segunda abordagem, tenta-se ir mais a fundo. 


1.2 - SENTENÇAS 


Na linguagem natural encontramos vários tipos de sentenças: declarativas, 
interrogativas, exclamativas etc. O que distingue a sentença declarativa das outras 
é o fato de poder ser verdadeira ou falsa. 


Exemplo 


Considere as seguintes sentenças: 

a) Vá tomar banho. 

b) Que dia é hoje? 

c) Não ponha a mão aí. 

d) Todos os homens são corruptos. 

e) Alguns estudantes são relaxados. 

f) 4+3>9 

g) 5<2 

h) O Brasil não é um país da América Latina. 
) 5+2=7e7-4=1 


As sentenças a, b e c não são declarativas, pois não faz sentido dizer que 
são verdadeiras ou falsas. As outras são declarativas. 

Para nós só interessarão as sentenças declarativas e, assim, daqui em 
diante, ao usarmos a palavra “sentença”, entenda-se "sentença declarativa”. 

Os valores "verdadeiro" e "falso" são chamados valores de verdade (ou, 
“valores lógicos”). 


1.3 — SENTENÇAS ABERTAS 


Uma senfença aberia é uma expressão que pode ser obtida de uma 
sentença, substilyindo alguns (ou lados) nomes por vanáveis (variáveis são letras 
do alfabelo). 

Consideremos par exemplo a sentença: 

“José é loiro.” 
Se subslituirmos o nome José pela variável x obleremos a sentença aberta: 
“x É loiro.” 
a qual não é, obviamente, verdadeira nem falsa. 
Ouiros exemplos de sentenças abertas: 
a) x+4>7 
b) x-y=15 
c) xéimão de y. 
d) Se x é irmão de y então x é filho de z. 


É impartante notar que uma sentença aberta pode ter mais de uma variável. 


Exercicios Resolvidas 


1,1) Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
aj Bom Natal! 
bj João não é irmão da Antônio. 
ci Você gosta de sorvete? 
d) Resolva esle problema 


Solução: 


a) Esta sentença está apenas expressando um desejo, não sendo, pois, 
verdadeira nem falsa Assim, não é uma sentença declarativa. 

bj Após uma invesligação poderemos decidir se João é ou no irmão de 
Antânio e, portanto, poderemos classificar a sentença em verdadeira ou 
falsa. Assim, esta & uma sentença declarativa. 

€) Esta sentença não poderá ser verdadeira nem talsa e. assim, não & 
declarativa 

d) Esta sentença também pode ser classificada em verdadeira ou falsa e, 
portanto, à declaraliva. 


1.2) Das expressões abaixo, diga se são sentenças declarativas Ou sentenças 


aberas: 

a) 4+86=11 
b) x-3=2 
o 4-x57T 


d) 4>98e5+2=1 


Solução: 


São declaralivas: ge d 
&ão abertas: be c 
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Exercícios Propostos 


1.3) Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
a) 4+U=B 
bj) Seg<2ZentãosD>0 
c) Ônde estamos? 
d) Não é verdade que 5 +2=7 
e) Vã embora. 
f) Tados os homens são mortais. 


1.4] Das expressões abaixo, diga quais são sentenças declarativas e quais são 
sentenças abertas: 
a) x -5x+6>0 
bj) 4x-5=0 
e a+4=12 
dj) Sex=8então4=5 
ej d>jef=á 


1.4 — SENTENÇA ABERTA COM UMA VARIÁVEL 


Consideremos agora uma sentença aberta de apenas uma variável. 
Suponhamos que ao colocarmos o nome de um elemento no lugar da variável, 
obtenhamos uma sentença verdadeira; diremos então que o elemento satisfaz a 
sentença aberta 

O conjunto de todos os elementos cujos nomes poderão ser colocados no 
lugar da variável será denominado conjunto-universo, o qual simbholizaremos por 
U. 

O conjunto dos elementos de U que satisfazem a sentença aberta será 
chamado conjunto-verdade (ou conjunto-solução) da sentença aberta, sendo 
simbolizados por V (ou por 8). 


Exemplos 


a) Seja a sentença aberta: x) = 9 eU= [1 —1; 2-2, 3-3) 
Os elementos de U que satisfazem a sentença aberta são Je -3, Assim, 
o conjunto-verdade é: 


V=[3,—3) 
b) Seja a sentença aberta xº-=gelU- [1,2,3,4,5). 


Neste casa, o único elemento de U que salisfaz à sentença dada é Je 
assim temos: 


V=(3) 
Os exemplos ressaltam que é conjunto-verdade de uma sentença aberta 
depende do conjunto-universo adotada. 


1.5 — SENTENÇA ABERTA COM VÁRIAS VARIÁVEIS 


Se a sentença aberta tiver duas variáveis, O conjunto-univérso e o conjunto- 
verdade serão conjuntos de pares crdenados, sendo as variáveis substituídas em 
ardem alfabética. 
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Exempla 


Considere a seniença aberta: 

2x +y=10e UU =((1, 8) (8,1) (2,6). (3, 5)) 

Vemos que o par (1; B) salisfaz a sentença aberta, pois substituindo x por 1 
e y por à oblemos uma sentença verdadeira O par (B: 1) não salisfaz a sentença 
aberta, pois substituindo x por 8 e y por 1 cblemos uma sentença falsa. Vemos 
ainda que o par (2, 6) satislaz e o par (3, 5) não satisfaz. Ássim, o conjunto- 
verdade é: 

V=dq(1. 8) (2.6) 

Se a sentença abena tiver três variáveis, trabalharemos com irncas 

ordenadas, se liver quatro variáveis, trabalharemos com quâdruplas ordenadas & 


assim por diante, sempre respeitando a ordem alfabéiica ao efetuarmos as 
subsiituições 


1.6 - EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES 


Equações são sentenças abenas que exprimem igualdade. Assim, por 
exemplo, as sentenças abertas 


4x-1=7, Ixt= 4x +41, dJx-1=8 
são EQUAÇÕES. 
Dizemos que uma equação é uma identidade se e somente se o conjunto- 


verdade é igual ao conjunto-universo, Isto é, a equação é satisfeita para todos os 
elementos do universo 


Exemplos 


a) Considere a equação: x + x = 2x É Gbvio que esta equação será 
salisteita para qualquer número. Dizemos então que é uma identidade. 

b) A equação (x + y = x + 2xy + y é uma idenlidace muito conhecida. 

c) Considere a equação x = 9 eo universo U=/0;1:2;3;4] 0 conunto- 
verdade desta equação é V = (3) Como o conjunto-verdade não coincide 
com o universo, entao a equação não é uma identidade (em relação ao 
universo dado) 

d) Considere novamente a equação x? = 9 e o universo U' = (3; -3) Neste 
caso, todos os elementos do universo salisfazem a equação. Disremos 
então que a equação x? = 9 é uma identidade em relação go universo 
MJ =(3 —3. 


Os exernplos c é d, acima, ressaltam que uma equação pode ser identidade 


em relação a um universo, mas pode não ser ideniidade em relação a outro 
universo. 


Inequações são sentenças abertas que exprimem desigualdade. 
Assim, por exemplo, as sentenças abertas abaixo são inequações: 
a) x>3 (xé maior que 3) 

b) x<y(x é menor que y) 

Cc) xty = 4 (xmais y é diferente de d) 

d) x > yix é maiyr ou iguala y) 

e) x $ y(x é menor ou iguala y) 
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Observações: 


1) Consideremos as desigualdades a > be c > d Costuma-se dizer que 
elas têm O mesmo sentido. Consideremos agora as desigualdades 
a>bec<d, É costume dizer que elas têm sentidos opostos, 

2) Por uma questão de “costume”, lemos a desigualdade: 

a>2b 
do seguinte modo: "a é maior que b". No entanto, dizer que 'a> b' é a 
mesma coisa que dizer que “b < q”. Assim, obviamente, podemos ler a 
desigualdade: 


a>b 
de qualquer um dos seguintes modos: 


"a é maior que D” 
“b ê menor que a” 


Exercícios Resolvidos 


1.5) 


1.5) 


Dê o conjunto-verdade de cada uma das sentenças abertas abaixo (em 
relação ao universo indicado): 
a) x-3=? Es E á, 3, a 


Solução: 


a) Dos elementos de U, o único que satisfaz a sentença aberta é 10. Assim: 


V= (10). 
b) V=[8, 78,9) 
co V=([4,—4), 


d) Embora tenhamos a mesma sentença aberta dao item anterior, o 
conjunto-verdade neste caso será diferente do antertor, pois aqui o Único 
elemento de U que satisfaz é 4. Assim: V = [4] 


Dê o conjunto-verdade de cada sentença abena (em relação ao universo 
indicado): 


a) x-y=1 U=(s dy do s)(7; 2) (10,9) 
bj) x>y U=((1, 2) (21) (0, 29) 
c)xtryrz U=([1,3, 2) (2.3.7) (4,99% 
Solução: 


a) Os únicos pares ordenados que satisfazem são (5; 4) e (10: 9). 
Portanto V=([[5: 4) (10,9) 
E conveniente destacar que, neste caso, o par ordenado (5: 4) satisfaz a 
sentança aberta, enquanto o par ordenado (4; 5) não satistaz. 
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b] Neste caso. Os pares ordenados que satisfazem são (2, 1) e (5; 2). 
Porianto V = ((2, 1); (5: 23) 


c) Façamos as substituições para verificarmes as trincas ordenadas que 


satisfazem: 
xty>az 
(1. 3,2) 1+3>2 verdade 
(2, 3,7) B+3>7 falsó 
(4, 3,3] 4+3>3 verdade 


Poranto V =((1,3:2); (4: 3: 3) 


Exercicios Propostos 


47) Dão conunio-verdade de cada sentença aberta: 


aj) d4+x=9 U=(3,5,7,9,10) 

bj x+2>7 U=[4, 5,6 78,9) 

Cc) x+2>7 U=([5. 6.7.8] 

d) x=d U=(1,-2,=3,+1,+2, +43) 


18) Dão conjunto-verdade de cada sentença aberta: 


a) x-y=2 U=410, 8) (5,34 (3,5) (2,0) 
b) y-x=1 U =4[B; 7) (475), 4170) (0; 13) 
Cc) 2x-y>2 U=[(1:23)%(4,2:33.(1,0, 1) 


4.7 —- QUANTIFICADORES 


& panir de uma sentença aberta, podemos obter uma sentença de dois 
modos: 

1º) substituindo as variáveis por nomes. 

2º) usando os quantificadores. 

Ouantficadores são expressões do tipo: 


“Existe um x tal que...” 
"Para lado x...” 
txemplo 
Consideremos a sentença aberta: x + 3 = 10 Podemos substituir a variavel 
por nomes, obtendo sentenças coma, por exemplo. 
4+3=10 8+3=140etc 
Podemos, também, recorrer ao uso dos quanhficadores, oblendo a sentença 
“Existe um x tlal que x + 3=10º 
que obviamente é verdadeira, e a sentença 


“Para todo x, x + 3 = 10º 
que obviamente é falsa 
Podemos usar vários quantificadores em uma mesma sentença. 
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Exemplo 


a) Fara todo x. existe um y tal que x 2 y. 
hj) Paratadoxeparatodoy x <y, 


O quantificador "Fara todo x." é chamado quantificador universal e é 
simbolizado por v x (costuma ser lido também: "qualquer que seja x...) 

O quantificador “Existe um x tal que.” é chamado quantificador 
existencial e é simbolizado por 3x. 

Assim, a sentença “Existe um x tal que x > 7” pode ser simbolizada por: 


Fx x>7 
e a sentença "Para todo x, x+ 3 = 10º pode ser simbelizada par 
vrxx+3=10 


É conveniente observar que quando dizemos: “Existe um x tal que..." não 
estamos dizendo que esse x é único, Por exemplo, a sentença: 


“Existe um x tal que x > 7º 


& verdadeira, embora haja mais de um número que é maior que 7, 
Alguns autores representam a expressão 


"Existe Um único x tal que..." pelo simbolo 3x. 


1.8 — USO IMPLÍGITO DO QUANTIFICADOR UNIVERSAL 


Algumas vezes ocorre que o quantificador universal é omitido. Par exemplo, 
é muito comum em livros de matematica encontramos a propredade comutativa 
da multiplicação de números reais expressa assim: 


"Sendo x e y números reais, xy = yx” 
quando, a rigor. deveria ser expressa assim; 
“Sendo x e y números reais, Vx, Vy, Xy = yX 


Desde que não haja perigo de confusão, o quantificador universal poderá 
ser omitido. 


4.4 — CONECTIVOS 


à partir de sentenças simples (atômicas) podemos formar sentenças 
compostas (moleculares) usando os conectivos Us conectivos que 
consideraremos são as seguintes: 


[e | ou | se... então | se E somente se | não | 


Por exemplo, consideremos as seguintes sentenças simples: 
“João & loiro.” 
“Jose é inteligente. 
Usanda o conectivo e podemas formar a sentença molecular, 
“João é loiro e Josê é inteligente.” 


Usando o conectivo se... então... podemos formar a sequinte sentença 
molecular: 


“Se João é loiro, então José é inteligente.” 
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Consideremos agora a sentença simples: 
"4 é igual a 3º 
Usando O conectivo não, podemos formar a seguinte sentença molecular: 
“4 não é iguala 3º 
Nos itens seguintes analisaremos com mais detalhe cada conectivo. 


14.10 — CONECTIVO "e" 


O conectivo e costuma ser representado pelo simbolo a, Ássim, sS€ P 
representa a sentença 


“João é loiro” 


e q representa a sentença 


“José é inteligente”, 


E sentença composta 


“João é loira e José é inteligente” 


será representada por. 


PAq 


A sentença p * q é chamada conjunção das sentenças pe q 

Considera-se que a sentença p a q será verdadeira apenas no caso em que 
tanto p como q forem verdadeiras Se uma delas (ou ambas) for falsa, a sentença 
prq será considerada falsa Usando o simbolo Y para “verdadeira” e F para 
“falsa”, podemos resumir à que foi dito acima através da chamada tabela-verdade: 


Exemplos 


a) à sentença molecular “4 = 3 + 4e 5> 2º à verdadeira, pois a sentença 


atômica "4 = 3 + 1" é verdadeira e a sentença atômica "5 > 2º também é 
verdadeira. 


b) Seja p a sentença d>3eqasentença 7 «5 A sentença pé verdadeira 
e a sentença q é falsa Assim, a sentença molecular ps q é falsa. 


Observação: A “sentença” compostaa <bxb<c pode ser representada 
de modo mais sintético do seguinte mado a <b<c 
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1.11 — CONECTIVO "ou" 


A palavra ou na linguagem natural pode aparecer com dais sentidos 
exclusivo E inclusivo. 
O sentido exclusivo aparece no seguinte exemplo: 


“Depois de terminadas as provas, € aluno será aprovado au será reprovado." 


Neste caso, obviamente, não se admite que as duas possibilidades possam 
ser verdadeiras: ser aprovada é ser reprovado: uma possibilidade exclui a outra. 
O sentido inclusivo aparece no seguinte exemplo: 


“O cheque será pago desde que contenha a assinatura de João ou de Antônio." 


Neste caso entendemas que se o cheque contiver apenas a assinatura de 
João, ele será pago. Se contiver apenas a assinatura de Antônio, ele será paga 
Mas, se contiver ambas as assinaturas, é óbvio que também será pago. Portanto 
estamos diante de um caso em que podem ocorrer as duas possibilidades, 
enquanto que no caso dao “ou” exclusivo não podem acorer as duas 
possibilidades 

Como curiosidade vale a pena destacar que em latim há duas palavras 
diferentes para os dois sentidos de au: 


vel para o ou inclusivo e aut para O ou exclusivo 


Daqui em diante usaremos apenas o “ou” inclusivo & o simbelizaremos pot 
v (inicial da palavra “vel'), 

Sendo p e q sentenças, a sentença “pv q" é chamada disjunção de pe q 

A sentença "pv q" é considerada falsa apenas quando tanto "p” como “q” 
são falsas. Em qualquer outra situação, “"p» q” é considerada verdadeira. Ista podê 
ser esquematizado através de uma tabela-verdade: 


Exemplos 


a) Asenlença:“d +2=60u5> 1º é verdadeira. 
bj) A sentença: “4 + 2=6ou 5 > 9º é verdadeira. 
c) Asenlença:“B< 2 0u7> 3 é verdadeira. 

d) A sentença. "? <50u3>B' é falsa, 


Observação: A "sentença" composta "a <b + a=b” pode ser representada 
por “as b”, Da mesma modo, a zbrepresenta“a>b v a=b”. 


1.12 - CONECTIVO “não” 
Dada uma sentença p, podemos formar a negação de p do seguinte modo: 
“é falso que p' 
ou então: “não é verdade que p" 
OU ainda, inserindo a palavra “não” em p. 
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Exemplo 


à negação da setença 
"João é loiro” 
pade ser escrita 
“Não e verdade que João seja loiro” 
Du enião 


“É falso que João seja loiro” 
ou ainda: “João não é loiro.” 


A negação de p será indicada por -p e deverá obedecer à seguinte tabela- 


verdade 
V F 
F V 


19) Sendo p a sentença: “Os gatos têm penas" e q a sentença: “dosé é 
estudioso”, traduza para a linguagem natural as seguintes sentenças: 
a) -p 
b) -q 
e) paq 
dj) pvq 
e) pr-q 
9 -pyra 


Exercicios Resolvidos 


Solução: 


a) Os gatos não lém penas 

b) Josê não é estudioso. 

c) Os gatos têm penas e José é estudioso, 

d) Os galos têm penas ou José é estudioso. 

e) Os gatos têm penas & José não é estudioso, 

f) Os calos não lêm penas ou José não é estudioso. 


1.10) Sendo p a sentença “José é allo” e q a sentença: "Pedro é baixo”, simbolize 
as seguintes sentenças da linguagem natural: 
a) Fedro é baixo e José é alto 
b] Padro é baixo ou José é alto. 
c) Pedro não & baixo. 
dj) Jose é alto e Pedro não é baixo. 
e) José não é alto ou Pedro não é baixo. 


Solução: 


aj) Ap 

b) q»»p 

c) -q 

dj pa -g 

e) -pe-g 
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1.11) Sendo p a sentença: “João é alto" e q a sentença: “João é loiro”, simbolize 
as seguintes sentenças: 
a) João é alto e loiro, 
bh) É falso que João seja alto e loiro. 
e) Não é verdade que João seja alto ou loiro. 
dj) João é alto, mas não é loiro. 
e) João não é alto nem loiro. 


Solução: 


a) PAq 

b) -(pa q) 
c) tp» q) 
dd) pa -q 
e) -pa q 


Exercicios Propostos 


1.12) Sendo p a sentença: “Salvador fica na Bahia” e q a sentença: "Pássaros 
voam”, traduza para a linguagem natural. 
a) -p 
b) -q 
c) prq 
d) pv a 
8) pv-g 
b pag 
g) -(p» q) 
h) —tp4 q) 


1.13) Sendo p a sentença: “Pedro é moreno" e q a sentença: “Maria é bonita” 
simbolize as senlanças: 
a) Pedra é moreno e Maria é bonita. 
b) Fedro não é moreno e Maria não é bonita 
c) Não é verdade que Pedro seja moreno e Maria seja bonila. 
dj Maria não é banita ou Fedro é moreno. 


1.13 —- CONECTIVO “se... então...” 


Sejam duas sentenças pe q. À sentença: 
“Se pentão q 
é denominada condicional e é representada por. 
pP>4q 
Assim, por exemplo, a sêntença: 
"Se João é alto então Maria & loira.” 
pode ser escrita assim: 
João é alto > Maria & loira 
O condicional p => q pode ser lido também de um dos seguintes modos: 
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1º) p implica q 

2º", p somente se q 

3º) p É condição suficiente para q 
4º) q & condição necessária para p 


A sentença p => q só é considerada falsa quando p é verdadeira e q é falsa 
Nos aulros casos é verdadeira. Assim, a tabela-verdade é. 


Exemplos 


a] Aseniença 5>2 >3+1=4" é verdadeira. 
bj Asentença “12 >753<2éfalsa 

c) A sentença 5<2 => 7=2+ 5 é verdadeira. 
dj Asentença'D< 2 = 1> 3 é verdadeira. 


1.14 —- CONECTIVO “se e somente se” 


À sentença composta: 


PE=>747 > 
pode ser escrita de modo mais sintélico: 


PQ 


Esta última é chamada bicondiciona!l e pode ser lida dos seguintes modos 
1º] p se e somente se q 

2%) q se e somenle se p. 

3º) pn & equivalente a q. 

4º) q é equivalente a p 

5º) p é condição necessária e suficiente para q. 

6º) q é condição necessária e suficiente para p. 


Exemplos 


a) A sentença “x é par se e somente se x é par” pode ser escrita: 
xépar > $é par 


b) A sentença "À condição necessária e suficiente para que 5 >» 2 é que 
3<Y podeser escrita: 


22 & 30? 


A tabela-verdade de po qé: 
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isto & pars que pq seja verdadeira devemos ter pe q ambas verdadeiras OU 
ambas lalsas. 


Exercícios Resolvidos 


1,14) Sendo p a sentença “Maria é loira”, q a sentença “logo é alo" e ra 
sentença 
“Josê é Inteligente”, simbolize as seguintes sentenças: 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
| 

9) 


Se João € alto então Maria & loira. 

José é inteligente se João é alto 

Maria é loira implica João é alto. 

Josá & inteligente somente se Maria é loira. 


Maria é loira é condição suficiente para que Joãa seja alto. 
Mana é lara & condição necessária para que João seja alta 


Maria é loira é condição necessária e suficiente para que João seja alto 


Solução: 


a) 


H) Reparemos primeiramente que esta sentença pode ser escrita assim: 
“Se João & alto então José é inteligente” 


e) 
d) 
e) 
f) 
g) 


92Pp 


Portanto seu simbolo é q =>" 
pP=>9 
(>p 
p>0 
q=p 
Ra 


1.15) Consideremos as sentenças p. q. res dadas por 
(p)4>3 
tn) 2>6 
()3<9 
(s]) 7>9 


Dê o valor verdadeiro ou falso às sentenças: 


a) 
b) 


pP>G 
p=>r 
p>Ss 
r>59 
> 
po q 
pó 
os 


Solução: 


Confrontando com as tabelas-verdade obtermos: 


a) 
b) 
c) 


V 
F 
E 
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1.16) 


1.17) 
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dy M 
e) MV 
Mv 
9) F 
hj 4 


Sendo p q e r sentenças, determine a tabela-verdade das seguintes 
senlenças moleculares: 


a) “(bs -q) 
b) (pag) v (pan 
Solução: 


a) 


b) 


qnnnne<<<|o 
qn<cemmna « 
nenemnans 
nnamnmn< << 


nmumnmnamn«ama)> 
qTnnama aa 


Ed 


Considere a sentença p: “Todos 05 coelhos usam áculos”. 
Qual das duas sentenças abaixo é a negação de p? 


6. "Nenhum coelho usa áculos.” 
r: “Existe pelo menos um coelho que não usa áculos.” 


Solução: 


Lembremos que a negação de p ohedece a tabela-verdade abaixo, isto é, 
quando p é verdadeira. -p & falsa, e quando p é falsa, -p é verdadeira. 


A sentença q não é a negação de p, pois poderia ocorrer de pe q serem 
simultaneamente falsas. Para tanto, bastaria que houvesse, por exemplo, 
apenas dois coelhos que usassem áculos. À sentença r é a negação de 
p. pois é fácil perceber que quando p for verdadeira, r sera falsa & quando p 
for falsa, s será verdadeira. 


Exercícios Propostos 


1.18) Consideremos as sentenças p q res dadas por: 
(pj4=7€ 
(1] B>6 
(q3<2f 
(s)7<Bu 


Simbolize as seguintes sentenças: 


a) Ser <Gentãod="7 

bj) B=>Bse3<2 

c| 3<2implica?7<g 

dy) 8> Bsomentese 4 =7 

e) 3«2 é condição necessária para que 7 «8 

9 3<26 condição suficiente para que 7 <9 

g) À condição necessária para que 4=7 é que 8 > 6 

h) A condição suficiente para que 3 <2 é que 7 «9 

i) A condição necessária e suficiente para que 7? « Dê que 3 <2 
j) 4=7éequivalenteaT<s 


1.19) Sendo p q res as sentenças do exercício anteriar, dê o valar verdadeiro 
ou faiso: 
8) p=q 
bj r=>s 
Cc) r5p 
dress 
e) pq 
fi raogq 
9) -p>q 
hj -r=s 
jo => -9 
Do ira) 
k) (po 8) 
D (pag=>lrvo) 


1.20) Construa as tabelas-verdade das seguintes sentenças moleculares: 
a) (pa ghv (=r) 
b) tpva=(rrp) 


1.21) Dé a negação de cada sentença: 
a) Todos 08 marcianos usam camisola. 
b) Nenhum camelo tem rabo. 
c) Existe pelo menos um habitante na Lua. 
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Capitulo | 


2 Conjuntos 
J2l ) | 


2.1 INTRODUÇÃO 


Para apresentanmos rigorosamente à conceito de conjunto, deveriamos 
recorrer a um tratamento axiomático, à que foge ao nivel do nosso curso. Ássim, 
cortentar-nos-emas côm uma idéia intuitiva e aproximada: conjunto é coleção de 
objetos. Os objeios que formam um conjunto são os seus elementos. De mado 
geral, os objetos que formam um conjunto podem ser de qualquer tipo: números. 
paises, pessoas, pontos etc 

É usual representar os conjuntos por letras maiúsculas e os elementos por 
latras minúsculas. Se quisermos indicar que o objeto a & elemento do conjunto À 
eSCreveremos: 

ERR! 
que podemos ler: “a pertence a 4”. 

Se o objeto a não é elemento de À, escrevemos: 

gEA 
que pode ser lido: "a não pertence a &”, 

Um dos modes de se representar um conjunto É escrever os nomes de seus 
elementos entre chaves. Assim, por exemplo, o conjunto farmado pelos números 3, 
be7Y pode ser representado por: 

A=(3,6,7) 

Este modo de representar pade, em certos casos, ser usado mesmo que 
haja um número elevado de elementos. For exemplo, o conjunto dos números 
inteiros que vão de 1 a 800 pode ser assim representado; 

B=[1,2/ 3/4... 800) 

Em alguns casos. este modo de representação pode ser usado para 
conjuntos infinitos Como exemplo, podemos representar o conjunto de todos os 
números inteiros maicres que 7: 

C=48,9,10/110...) 

Um outro modo de representar um conjunto é dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer Assim, por exemplo, o conjunto dos estados 
do Brasil pode ser representado por; 


à = tx|x é estado do Brasil 


que lemos: “A é o conjunto dos x tais que x é estado do Brasil.” 
Nate que a barra vertical "|" é lida “tal que”. 
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Exemplo 


Consideremos o congunio dos números naturais: 4=(0,1:2,3; .JesejaÃo 


conjunto dos números naturais menores que 6. Podemos representar o conjunto À 
por. 


A=(0,1,2,3:4:5) 
ou enlão. 


A=txeN|<8) 


que lemos: “A é à conjunto dos x pertencentes a RN tais que x < 8.º 


álguns autores usam, mo lugar da barra vertical, dois pontos ou então ponto 
e virgula Assim, o conjunto: 


A=(xe N| x<6) 
gode lambém ser representado por. 


AzfxeN x<B)ouA=(gxeN x=<6) 


2.2 - KGUALDADE DE CONJUNTOS 


Dizemos que os conjuntos À e B são iguais se e somente se possuem os 
mesmos elementos, islo é, todo elemento de À é também elemento de B e todo 


etemento de B é também elemento de À. Para indicar que À é igual à B 
ESCTEVEMOS. 


A=B 
Observe que, quando escrevemos A =B Ae B são o mesmo conjunto, isto 
é Ae Bsão nomes diferentes de um mesmo conjunto 


Exempla 


3) Os conjuntos A=(3,4:7e B=(4: 7; 3) são iguais, pois tem os mesmos 
elementos, embora estejam escritos em ardem diferente. 

Bb) (1,5.6)=(1,5:6,5) 
Repare que neste caso os dois conjuntos têm os mesmos elementos 
(embora em um deles o número 5 esteja representado duas vezes), isto 
&, os dois conjuntos têm três elementos. 


2.3 — O CONJUNTO VAZIO 


Vimos que podemos representar um conjunto dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer No entanto pode ocorrer que a sentença 
aberta não seja salisleita por nenhum elemento Por exemplo: 


ActxeN|x = 


Obviamente não há nenhum número natural cujo quadrado seja negalivo e 


portanto o conjunto À não possui elementos, Dizemos que c conjunto À é vazio. O 
simbolo do conjunto vazio é 


Ea] 
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2.4— ALGUNS CONJUNTOS NUMÉRICOS 


os 


Neste item citaremos apenas alguns conjuntos numéricos que servirão para 


nossos primeiros exercicios. Mais adiante citaremos outros conjuntos 


numéricos. 


a) N=[0,1,2/3,.3 
É q conjunto dos números naturais. 
b) Nt=(123..)=(xeN|x=0) 


De modo geral, o asterisco colocado no alto da simbolo de um conjunto 
numérico indica exclusão do zero. 


co) B=(.:3- 24012305 
É Õ conjunto dos números inteiros, 
dy E=(us-Z-Z-ttãza zm.) 
e) E=(0123..)-=(xeZxzr0) 
) E=(:-3-2-tO)-(xeZ|x<o) 
9) B=(423 J=fxeZ|x>0) 
hj Ho =(1-3-2-W=(xeBx<0) 


Exercicios Resolvidos 


2.1) 


2.2) 


Dado o conjunto À = (2: 6; 5: 7), dê o valor verdadeiro (4) ou falsa (F): 


a) ZE A o) Se A 23 (6 7:2:5)=A 

b) BE À d) 9=A n 2,6,5,7,2.5)=A 

Solução: 

av c)v eJv 

bj F a) F Div 

Dê o valor verdadeiro au falso: 

a) 4e (245) dd (o=” g) H=E 

bj 4e[4) e) Ben h Z.=H 

c| 4=(4) Nf -dez ij DcZ- 

Solução: 

a) MV 

bj V 

ci Fio elemento 4 não é a mesma coisa que o conjunto formado pelo 
número 4). 


dy) O conjunto (0) possuí um elemento que é à número zero. Portanto não é 
vazio e assim a sentença é falsa, 


sê 
<<AT<m 
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2.3] 


2.4) 
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Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) A-(xeN|x>3) 


b) B-(xeNx<8) 

c) C=(xemj3<x<8) 

dd D=(xeN|4<2x<11 

e) E=(xeZ]x>-3 

9 F=(xeZ|x<4 

g) G-(xeZ]-4<x<2) 

h) H=fxeN|xépar*5<x<18) 


Solução: 

a) A=(4,5,5, 7...) 

bj) B=/0,1:2.3.4:5. 6: 7Ã 
co C=(4,5,8 7) 

d) D=(4,58,7,8,9,10) 
e) E=(-2,-1:0,1,2,3. 


q] G=1-3;-2,4,0,1: 3 
hn) H=(8 8.10: 12, 14, 16). 


Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) A=(xenx=kK*kenN) 


bd) B=(xeNx=M+14keN) 

c) C-(xxépart7sx<9 

dd D=m xe? 9cxc5 

Solução: 

a) Aqui avanável k pode ser qualquer número natural, Ponanio: 
para k=O lemos x=2(0)=0 


para k = 1 lemos x=2(1)=2 
para k = 2 temos x = 2(2)= 4 


E assim podemos escrever A =(0,2,4,8,8,..). 


bj) Nesta caso também, a variavel k pode assumir qualquer valor natural 
Fazendo algumas substituições: 


=0>x=2[0)+1=1 
k=15>x=2(1)+1=3 
k=2>x=22)-1=5 


Aseim A=(1,3 5...) 


c) Neste caso, o único número par que estã entre 7 e 9 é o número 8 e 
portanto É = (8). 

d) Não hã nenhum número natural que satisfaça a sentença abena: 
g«x<5 ponanto D = E. 


Exercicios Propostos 


2.5) Dãovalorde Vou F; 


a) 5€e13,4,5; 7) j 0eg 

bj) 7€13:4,5;7) ij 7TEeg 

C) Be dg 4d 57) kj)-5e E 
d) 10 € 12:4;6;8) | -5€EZ. 
e) Se (5) mj-5eZ 
9 5=45) n) Dez, 

g) OD e (0) o) De g 

h) (0)=9 


2 681 Represente os seguintes conjuntas enumerando seus elementos: 
a) A=(xeM|x<5) 


b) B=(xeN|x>2) 

c) C=(xenN|2sx<5) 

q) D=(xeZ|-52x<3) 
e) E=ixjxeZ'|-15x<3) 
D) F=(xixez'|x>-6) 
q) G=(xeN 
hj H=(xeN|x=3k ke N) 

ij I=(xeN|x=3k+1i kem 
) J=(xeNx=2k-1keNT 


k) K=(x:xeN dex<6) 
) L=(x:xeN 8<x«< 7 


x éimpare45x=<8) 


2.5 — SUBCONJUNTO 


Consideremos dois conjuntos À e B. Dizemos que À está contido em B se 
É somente se todo elemento de A é também elemento de B. Para indicar que “À 
esta contido em Bº escrevemos: 


AcB 
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Exemplos 
aj) Sendo Ã=(12eB=(1,2 3) temosÃcB. 
b) 44 5 6)0([1,2:3,4 5,6) 
ce) (3:56) c(3,5,6). 
d) (4jc (2: 4:6) 
Outros mados de ler A c Bsão: 


A é pare de B 


A & subconjunto de B 
E conlém À 


Quando queremos dizer que *A não está contido em E“ escrevemos: À q E. 
Assim, por exemplo, temos: 
(3 4)a (35,7) 


Podemos dizer que um conjunto está contido em si mesmo tveja exemplo é 
acima). 


Dizemos que A é subconjunto próprio de B (ou que "A está contido 
propnamente em B') se e somente se 


AcBeAaB 
Exemplas 


a] Sendo A = (3 4])e B=(1,2:3; 4) temos ÀAcBe AB Poranta 
podemos dizer que A é subconjunto próprio de B. 


b) Dados A=[3,5,6)eB=(53 6) lemosAcBReA=B. Foranto À é 
subconjunto de B, mas não é subconjunto próprio de B. 


Alguns aulores, para indicar que À c E, usam também a notação Bo À 
Vamos dar novamenle a definição de subconjunto, de modo mais formal. Sendo A 
e 8 conjuntos, dizemos que À estã conlido em B se e somente se 

Vixe xeB 

Façamos À = Q. Repare que a sentença: 


YxxeboxeB 
à verdadeira, pois; 


1 xe 9 é sempre falsa. 


2º) lembrando das labelas-verdade, sabemos que uma condicional de 
antecedente falso é sempre verdadeira. 


Portanto. podemos dizer que & c B, qualquer que seja o conjunto B, isto &. 
o conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 


E importante não confundir o uso dos simbolos e ec. O primeiro serve para 
indicar que um objeto é elemento de um comgunio. O segunda serve para indicar 
que um conjunta está contido em autró conjunto. 


So 


2.6 — DIAGRAMAS DE VENN 


Um bom modo de visualizar as relações entre os conjuntos é através dos 
diagramas de Venn (John Venn, inglês, 1834 - 1923). Os conjuntos são 
representados por regiões planas interiores a uma curva fechada e simples 
(“simples”, aqui, signífica não-entrelaçada). 


Exemplos 


a) Seja A=(2,3:4,5) 
J3EA 
TEA 


c) Tomemos agora A =(1,2:3;4)e B=(2:4:6,8). Ae B têm algr 
elementos comuns (mas não todos). 


d) Sejam A =(1;2;3)e B=(4;6; 8: 9). Neste caso não há elementos 
comuns. 


Exercicios Resolvidos 


2.7) DadoA=(2:3 6) dêovalorVouF: 


a) 2€e À d) (2:6) cA 9) He A 
b) 2c À e) (2)e A h) GCcA 
c) 2:6)c A f) ZIcCA 
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Solução: 


a V co F e) F g) F 

b) F dv nv hj MV 
28) DG&ãovalorde Vou F: 

a 5 cl 45,8 e) Ge(2;3) 

bi (mo (3,5, 7) ff NC E 

o) 2.34, 5/5/3:5) g ZE cN 

dj (3. 5jc (2345) h Z.zN 

Solução: 

aj F c) V ev g) F 

b) V da) M ff 4v h) F 


29) Dêovalorde Vou F: 
a) (2, 3) é subconjunto de (1, 2: 3: 4] 
bj) 42: 3j e subconjunto próprio de [1: 2,3; 4) 
c) (3; 5, 8) é subconjunto de (3, 5, 9) 
d) (3,5; 9) é subcomunto próprio de (3: 5; 9) 


Solução: 

a MV b) 4 [a d) F 
2.10) Sendo À Be € conjuntos quaisquer, dê o valor de Y ou F: 

a) ACBÍBCOSACE 

D) ACBÍBCADA=-B 

cjacó5Aã=O 

Solução: 

a MV bj) V [e 
2 11] Considere as seguintes sentenças: 

1º) Nenhum esportista é preguiçoso. 


2º) Carlos é advogado 
3º) Todas es advogados são preguiçosos. 


admilindo que as três sentenças são verdadeiras, verifique qual das 
sentenças a seguir é certamente verdadeira: 


a) Todos os preguiçosos são advogados. 
b) Algum esportista é advogada 

c) Alguns advogados são esportislas, 

d) Carlos não é esportista, 


Solução: 
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A = conjunto dos advogados 
Sejam: E = conjunto dos esportistas 
P = conjunto dos preguiçosos 


Das premissas (premissas são as sentenças iniciais, supostas verdadeiras) 
concluimos que o diagrama dos conjuntos é: 


a) Esta não pode ser considerada obrigatoriamente verdadeira, pois o que 
sabemos é que “todos os advogados são preguiçosos” (isto é Ac P), 
mas ninguém nos garante que todos os preguiçosos são advogados (isto 
éPcaA). 

b) Não há elemento comum aos conjuntos P e E. Portanto, a sentença b é 
falsa. 

c) Pela mesma razão anterior, a sentença c é falsa. 

d) A sentença d é verdadeira. 


Exercicios Propostos 


2.12) Sendo À =(1;2;4;6; 9), dê o valor de V ou F: 


a) 4€E À ) (2/5)cA 

b) 4cA )iinZnaa 

c) (2:9)e A k) NeZ 

d) (2,9)c A ) (2; 1) é subconjunto de A 

e) (49)e A m) (2; 1) é subconjunto próprio de A 

f) (4)cA n) 11; 2; 4; 9;6) é subconjunto de A 

g) DEA o) (1; 2; 4,9; 6) é subconjunto próprio de A 
h) GCA 


2.13) Considere as seguintes premissas: 
() Quem sabe caçar borboletas não é engraçado. 
(1!) Coelhos não sabem andar de bicicleta. 
(III) Quem não sabe andar de bicicleta é engraçado. 


Dentre as sentenças a seguir, diga qual pode ser conclusão das premissas: 


a) Quem não sabe andar de bicicleta é coelho, 

b) Quem sabe andar de bicicleta não é engraçado, 

c) Quem não sabe caçar borboletas é engraçado. 

d) Coelhos não sabem caçar borboletas. 

e) As pessoas engraçadas não sabem andar de bibicleta. 


2.14) Dadas as premissas: 


33 


(1) Todos os médicos são pobres. 
(Il) Artistas são chatos. 

(II) Margando é médico 

(IV) Nenhum chato é pobre 


Assinale entre as sentenças a seguir aquela que pode ser considerada uma 
conclusão das premissas: 


a) Alguns pobres são chatos. 

b) Margarido não é artista. 

c) Existe peto menos um médico que é ariista. 
d) Alguns artistas são pobres. 


2.7 —- CONJUNTO UNIVERSO 


De modo geral, nas aplicações da teoria dos conjuntos, todos os conjuntos 
considerados são subconjuntos de um mesmo conjunto U denominado conjunto- 
universo. Nos diagramas é “usual" representar a universo por um retângulo e 


dentro dele os seus subconjuntos. Assim, por exemplo, sendo U=N, A =(3,4,5)e 
B=(4:5;7,9) temos: 


ale (9 


2.8 — INTERSEÇÃO DE CONJUNTOS 


Sejam os conjuntos À e B subconjuntos de U. A interseção de A eBéêo 
conjunto formado por todos os elementos de U, comuns a À e B. À interseção de A 
e B é indicada por. 


AnB 
que podemos ler “A inter B”. 


Exemplos 


a) Dados A =(1,2;3;4)e B=(2;4;6), os elementos comuns a Ae Bsão 
2e 4. Assim: 
AnB=(2,4) 
No diagrama a interseção está sombreada. 


U 
[E] 
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b) Sejam A=(34)eB=(1;2,3;4; 5) Neste caso os elementos comuns 
são 3e4,e portanto: 


AnB=(3;4) 


Repare que, nestecaso, Ac Be assim AnB=aA. 
No diagrama a interseção está sombreada. 


> 


c) Sejam A=(3;5)e B= (6; 8). Aqui não há elementos comuns e então a 
interseção é vazia: 


UÚ 
[5] 


Consideremos dois conjuntos A e B tais que An B=Z, Neste caso dizemos 
que Ae B são disjuntos. E o que acontece no exemplo c acima. 
De modo mais formal, podemos dar a definição de interseção de conjuntos 


do seguinte mado: 
AnB=(xjxeAnxeB) 


2.9 —- UNIÃO DE CONJUNTOS 


Consideremos os conjuntos A e B, ambos subconjuntos de U. A união (ou 
reunião) de Ae Béo conjunto de todos os elementos de U que pertencem a pelo 
menos um dos dois conjuntos. À união de A e B é indicada por: 

AUB 
que podemos ler: “A união B”. 
De modo mais formal: 


AUB=(x|xe A vw xeB) 
Exemplos 
a) A=(1,2,3;4) 
B=(3;45:6) 
AUVB=(1,2,3/4/5:6) 
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A união de Ae B está sombreada no diagrama. 
bj) A=(3,5:6) 


U 
B=(1,2:.7) 


AUVB=(1:27,3.5:6) 


c) A=(3,4) 
B=(1:2:3,4) 
AvB=([3:4/1:2) 


2.10 —- PROPRIEDADES 
Sejam A, Be C subconjuntos quaisquer de U. É tácil verificar as seguintes 
propriedades: 


) AVAÃ=A V) ANnDd= 
|) AnAÃ=A V) ACBS AUB=B 
HD) AUVGB=A VI) ACBoS AnB=A 


comutativas 
VII) AnB=BnA 


VNAVvB=BUA 


associativas 

X (AnB)naC=An(BAC) 
distributivas 

XxX) AUVU(BAC) =(AVB)Nn(ÃUC) 
XNAN(BOC)=(ANB)U(ANC) 


IX) AUBJUCZAU(BUC) 
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2.11 — DIFERENÇA 


Sejam A e B subconjuntos de U. A diferença entre À é o conjunto dos 
elementos de A que não pertencem a B, isto é, é o conjunto de todos os elementos 
de À com exceção dos que são comuns a À e B, A diferença entre A e B é indicada 
por: 


A-B 
Temos então: 
A-B=(xxe As xzB) 
Exemplos 


a) A=(1,2,3,4:5) 
B=(2:4:6:8) 
A-B=(1:3;5) 
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d) A=(2.3:4,5) 
B=(1,2.3:4,5) 
A-B=0 

e) Az=(3,/4:5) 
B=(2:7;8) 
A-B=(3/4,5)=A 
B-A=(2:7:.8)=B 


É importante observar que, em geral, A-B = B-A. 


2.12 - COMPLEMENTAR 


Sejam À e B subconjuntos de U tais que À c B. Neste caso, a diferença 
B — À é denominada complementar de A em B e é indicada por: 


ACBOB-A=Cj 


Temos então: 


Exemplo 


Tomemos os conjuntos A = (3; 5)e B=(1,2,3,4;5) NestecasoAcBe 
portanto a diferença B — A pode ser chamada de “complementar de A em B”. 


B-A=CA=(1;24) 


No diagrama estã sombreado cê 


Quando quisermos o complementar de A em U, podemos usar uma das 
notações: 
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2.13 - PROPRIEDADES 


Sejam A, B e C subconjuntos quaisquer de U. Valem as seguintes 


propriedades: 


VV) B=U 
VD) U=9 
VI) AVA'=U 
VI) ANA'=O 


Leis de De Morgan 


A-(BUC)=(A-B)n(A-C) 
A-(BAC)=(A-BJU(A-C) 
(AVB=A NB 
(ANBJ=A' UVB 


Observação: Augustus De Morgan (1808-1871) embora tenha nascido na Índia 
era de familia e formação inglesas. Juntamente com George Boole (inglês, 1815- 
1864) é considerado o Iniciador da lógica moderna. 


Exercícios Resolvidos 


2.15) Dados: A=(2:5:7,9:8) B=(7,9:6;4]), C=(2,4:5;6;7:8/9))eD=(9:60: 


1), determine: 
a) AnB 

b) AUB 

c) Av(BnD; 
Solução: 

a) (7.9) 

b) (2.5.7.8; 
c) (2:5:7,9; 
od) (7,9 


4) 


8. 6 
8 6) 


d) AN(BUD) 568 


e) A-B h) cê 
9 B-A 


e) 42:5; 8) 
) 46; 4) 
9) 14.6) 
h) (2,5; 8) 


2.16) Nos diagramas abaixo, sombreie as regiões pedidas: 


a) 


A-B 


AUB 
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Solução: 


ao 


(AU B)NC ANBNC 
Solução: 


a) Em primeiro lugar sombreamos A u B: 


Em seguida fazemos a interseção da região sombreada com C. obtendo 
finalmente: 


b) A operação de interseção é associativa, isto é, tanto faz obter (A n B)nG 
como À n(B nn €). O que queremos é a região comum aos três conjuntos. 


Porianto: 


Solução: 


a) Aquitemos Ac B; portanto existe cê que é dado porB-A, 


b) Neste caso A q Be portanto não existe Cã embora exista a diferença 
B-A. 
c) Para este caso, B q A e assim não está definido cQ ; 


2 19) Sombreie as regiões pedidas: 


a) b) 
E [EB 
A (ANB) 
Solução: 


a) A'=C) =U-A 
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b) Façamos pnmeiramente A m B (figura a) e em seguida o complementar 
de Am B (figura b). 


(fig. a) (fig. b) 


Exercicios Propostos 


1,3,5,7,9, C=(3,4,6), D=(1,5/4,8)e 


2.20) Dados A = ( 
etermmine: 


2,4 
E=(1:2,3:/4,5; 
a) Buc 
b) Bnc 
c) AÚV(BnC) 
a) (ANC)UD 
e) AnB 
f ALCUD 
g) AncCAaD 
h) A-C 
) C-A 


p cê 
k) ed 
) E-(BAC) 


2.21) Sejam A e B subconjuntos de U. A diferença simétrica de A e B é indicada 
por A A Be definida por: 
AAB=(A-BJU(B-A) 


Dados: A=(4:6,8,1:7)eB=(5:9;1,8) detemineAAB. 


Dm 
te) 
Da 
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2.22) 


2.23) 


2.24) 


Dado o diagrama ao lado, sombreie as regiões pedidas: 
a) AncC 

b) AnBAÇC 

c) A-B 

dy) (ANB)U(ANC)U(BNC) 

e) (BAC)-A 

9 A 

g) VA-B)u CJ 


Dado o seguinte diagrama, apenas uma das sentenças abaixo é verdadeira. 
Qual? 


a) A'cB' 

b) A-B=A-B 
c) A'nB'=B' 
d) AnB = 
e) AÚB=U 


Sejam A, B. €, D subconjuntos quaisquer de U. Dê o valor V ou F às 
sentenças: 

a) ACBS5AUB=-A 

b) AcCB>5AVvB=B 

c) ACB>AnNB=A 
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d) ACESA-B=A 
e) ACBSA-B=G 
) ACBSB-A= CÊ 
9) ACBSA CB 


h) AcB=>BcAá' 
| 4-B=A-B 


) (A-BJuiB-A]J=(AUB)-(ANB) 


225) Dão valor Vou F: 
a) A-fl=Z. 


b) Z-4= E 
e) N-(0)= 
dd EnZzg 
e) clsz, 


ZE nz =(0) 
gq) £ 2X são disjunios 


h) Z e% são disjuntos 


2.14 — NÚMERO DE ELEMENTOS 

Dado um conjunto finito À, indicamos o número de elementos de À por na. 
Assim, por exemplo, se À = (2: 3, 7: 9) temos: n(A) = 4. 

Outra notação para n(A) é &4. Assim, no exemplo anterior temos: BA = 4. 


Exemplos 
aj A=(1,23) n(A) = 3 HA =3 
bj) B=(7.9) n(B) = 2 sB=2 
co) C=(8] n(C) = 1 HC = 1 
dj) D=& niD) =D ED =0 
Exemplo 


SejamA=(3 4:55, 7MeB=(8 7,69) 

Temos: Av B=(3,4,5,68,7.89) 
AnBe=(6 7 

Ponanto: n(AUB) = 7 en(AnB) = 2. 
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Consideremos os conjuntos finitos A e B, ambos subconjuntos de U. É fácil 
verificar (analisando o diagrama) que: 


n(AUB) = n(A) + n(B) — n(AnB) 


Exemplo 
Sejam A=(1;2; o io 6)eB=(5; 6; 7,8: 9) 
AUB=(1,2,3:4/5,6.7,8:9) 
AnB=(5:6) 
n(A) = 6 
n(B) = 5 
n(AUB) = 9 
n(AnB) = 


2 
El 


Tomemos a sentença n(AUB) = n(A) + n(B) — n(AnB). 


Fazendo as substituições, temos: 9= 6 + 5- 2, que é obviamente 
verdadeira. 
Para o caso em que An B=( (istoé Ae Bsão disjuntos) temos: 


n(AUB) = n(A) + n(B) 


Consideremos agora os conjuntos A, Be C, todos eles subconjuntos de U. É 
fácil verificar, pela análise do diagrama, que: 


U 
do 
SN 


Ne) 


n(AÚVBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(ANB) - n(ANC) - n(BAC) + n(ANBAC) 
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Exercicios Resolvidos 


226) Sendo ntAvB) = 38. n(AmB) = 12 e n(B) = 15, calcule n(Ã). 


2.21) 


e. 28) 
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Solução: 

n(AUB) = n(A) + n(B) — n(AMB) 

38 = n(A) + 15-12 

n(A) = 35 
Em uma escola 08 alunos devem esludar uma lingua que pode ser o francês 
ou o Inglés. Se quiserem poderão estudar as duas. Sabendo que: 


— hã 200 alynos estudando francês. 
- há 130 alunos estudando inglês. 
- oO lotal de alunos da escala é 300. 


determine quantos alunos estudam francês e inglês. 


Solução: 


Sendo: 1 = conjunto dos estudantes de inglês. 
F = conjunto dos estudantes de francês. 


Temos: n(l) = 130, n(F) = 200, n(luF) = 300 

n(luF) = n(l) + n(F) = n(InF) 

300 = 130 + 200— n(ImF) 

n(InF) = 30 

Portanto há 30 alunos estudando francês e inglês Levando em conta que O 
tolal dos que estudam francês é 200, concluimos que os que estudam 


apenas francés são em número de 170 fisto é, 260 - 30). 
Lembrando que o total de estudantes de inglês & 130, conclulmos que há 


“100 que esludam apenas Inglés. 


Em uma escola. cujo tolal de alunos & 600, foí feita uma pesquisa sobre os 
refrigerantes que os alunos coslumam beber. Os resultados foram: 


— 200 alunos bebem o refrigerante À 
- 20 alunos bebem o refrigerante A e o refrigerante E 
- 190 alunos não bebem A nem E. 


aj Quantos bebem apenas o refrigerante A? 


b) Quantos bebem apenas o refrigerante B? 
c) Quantos bebem B? 
d) Quantos bebem A ou B? 


Solução: 


Na maioria dos casos é mais fácil analisar problemas deste tipo através dos 
diagramas e não através da fórmula. Seja U o conjunto de todos os alunos 
da escola Há 100 alunos que não estão no conjunto A nem em B. Há 20 
alunos que estão ao mesmo tempo em À e em B. Como o total de alunos de 
A é 200, concluimos que o número de alunos que bebem apenas o 
refrigerante À é: 200 — 20 = 180. 

O total de alunos da escola é 600 e portanto, descontando os 100 que não estão 
em A nem em B. temos que n(AUB) = 500. Como o conjunto A tem 200 


elementos, o número de elementos que estão apenas em B é: 500 — 200 = 300. 
Portanto, podemos dar as respostas: 

a) 180 

b) 300 

c) 320 

d) 500 


Exercícios Propostos 

229) Sabendo que n(A) = 47, n(8) = 30 e n(AUB) = 60, determine: 
a) n(AnB) 
b) n(A-B) 
c) n(B-A) 
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2.30) Sejam A, B e C conjuntos finilos. Sabe-se que nfANnBAC) = 8, 
n(A MB) = 15 n(AnC)] = 20, n(BnC) = 24, n(C) = 50, n(B) = 60 
e n(AvBUC) = 1289. Delemine: 
a) njÃ) 
b) niB-A) 
cj n(C-A) 
d) n(A-B) 
e) nÍ(AmB)-C] 
ft n(AMC) 
2.31) Os conjuntos A e B são ambos fintos e subconjuntos de U. Sabe-se que 
n(ã) = 30, n(B] = 38, n(U) = 68, n(AvB) = 50. Determine: 
a) n(AnB) 
» n(A') 
3 n(B) 
ad) niBmA') 
Foi feila uma pesquisa entre 3 600 pessoas sobre os jornais que costumam 
ler e o resultado foi que 
— 41100 lêem “O Diário” 
— 1.300 lêem “O Eslado” 
- 1.500 lgem “A Folha” 
- 300 gem "O Diário” e “O Estado” 
— 500 lêem “A Folha" e “O Estado” 


— 400 lêem “A Folha” e “O Diário” 
- 100 lem"A Folha”, “O Diário" e “O Eslado” 


2.32) 


a) Quanlas pessoas lêem apenas “O Diário”? 

Quantas pessoas lêem apenas “O Estado”? 

Quanlas pessoas lêem apenas “O Estado" e “A Folha"? 
dj Quantas pessoas não lêem nenhum dos três jornais? 
Quanlas péssuas lêem apenas um dos três jornais”? 

11 Quantas pessoas lâem mais de um does três jornais? 


2.33) Em uma escola, foi feita uma pesquisa entre os alunas para saber que 
revisla costumam ler e o resultado foi que, dos alunos consultados: 


— 40% lêem a revista "Dlhe” 

— 37% lêem a revista “Pois & 

- 17% lêem Olhe” e “Pois é 

Quantas por cento não lêem nenhuma das duas? 


Quanlos por cenlo lêem apenas “Dlhe'? 
Quantos por cento lêem apenas uma das duas revistas? 
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2.15 — CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Pode acontecer que os elementos de um conjunto sejam lambém conjuntos. 


Exemplo 
Consideremos o conjunto: À = 4/3: 4), (5: 6 7). (8) 
Neste caso o conjunto À tem 3 elementos, que são os conjuntos: 
(3: 4), 45.6, 7) e (B) 
Portanto, podemos escrever: 
B.aycA 
15. B.7]e À 
a (o BA 
Mas não podemos escrever: 
(I4)cAJeA BeÃ 


2.16 - CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO 


Consideremos um conjunto finito À 
Chamamos de conjunto das partes de À o conjunto cujos elementos são 
todos os subconjuntos de à O conjunto das partes de À é representado por: 


P(A) 


Exemplo 


Seja À = (2,5) Os subconjuntos de À são: 
(2), 45). [2.5/e 
Ponanto: 
P(A) = ((2), 15). (2, 5h 2) 
Seja À um conjunta finilo que possui n elementos Pode-se demonstrar fcom 
os recursos da Análise Combinalária) que o número de elementos de P(A) é igual a: 
eh 
Assim, no exemplo acima, o conjunto À tem 2 elementos tn = 2) e poranto 


P(A) tem 2º elementos, isto é. 4 elementos. 
Se tomarmos o conjunto B = (4; 7; 9), que possui 3 elementos tn = 3), 


podemos afirmar que P(B) tem 2º elementos, isto e 8 elementos. 


Exercicios Resolvidos 

2.34) Dado o conjunto: À = ((2: 6), (3, 4; 9), 48)). dê o valor Y ou F: 
a) 2: 6jc À ej2Z2eáÃ ) BLA IPOA 
b) [2:.6])cÃ 9 BeAÃ Diego A 
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2.35) 


2 36) 


2.3?) 
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c) (je A q) BoA 


d) tBjc À h) Zea 
Solução: 
a) V 

O conjunto (2, 6) é elemento de À: portanto podemos escrever. (2.6) c À, 
b) E 

Para que (2, Bl o À fosse verdadeira, todos os elementos de (2, 6) 


devenam ser também elementos de À. Mas aconlece que 2 é elemento 
de [2: 6), mas não é elemento de À, o mesmo acontecendo com o 


número 6. 
cj 4d 
dj F. ale pertence a À, 
e) F 


b F 
Y, o conjunto vazio estã conlido em qualquer conjunto 


h) EF, ele eslá contido, elé nao pertence. 
nov 
RP 


Sendo B=[[3. 4) (1:25), B)dêovalor Vou F: 
aj 40 B 

b) Ze B 

c) (3. 4)c B 

JA a, 2:5)cB 

eua 4 B)cB 


Solução: 


a] 
b) 
c) 
d) 
e) 


Considere O conjunto A = (19). Dê o valor Y ou F: 
a) Dea Cc) =(01 
bj) BcA d) A possui um elemento 


<qee 


Solução: 


a) V 
b) V 
cj F 
ad V 


seja Az(2 35 


a) Determine P(A) 
bj) Quantos elementos lem PIAJ? 


Solução: 


a) PA) =([2) (3). (5), (2.3) [2:05 (3,5h [2,3,5) O) 


bj) A passuíi 3 elementos e portanto P(A) possui 2" elementos, isto é, 8 
elementos, o que pode ser verificado acima. 


Exercicios Fropastos 


2381 Sendo A=(4:6)(1:3:5) (9]je B=(49) (3: 6) Q)dê o valor V ou F: 


a) (4,6) E A h) 9 B 

b] (4: 6]c A pj De A 

6) 4 ed | Hess 

dj) SEA kia LISA 
e) (lc à | f4.6Hc A 

B (9)=A m) tj c A 

gq) BC A mn) talco B 


2,39) Sendo À =(1,2;3,5), detemine: 


a) o número de subconjuntos de A. 
bj) o número de subconjuntos próprios de A. 


2.17 - NÚMEROS REAIS 


Além dos números naturais e dos números inteiros, devemos nos “lembrar” 
agora dos números racionais e dos reais. 


O conjunto dos números racionais é simbolizado por £ e & definido como 


? : da 
sendo à conjunto de todos os números que podem ser escritos na forma — onde a 


cegtebecz, 


a era eo 
Q-tixcmndedaheZa 


Assim, por exemplo, são números racionais 


É fácil concluir que todo número inteiro & também racional. Por exemplo. o 
número inteiro 8 pode ser escrito como E e portanto & racional. Podemos então 


ESCEVEr 
Nc£cy 


Quanto aos números reais a definição é bem mais complicada e está alem 
do nivel do nosso curso. Para nós baslarã lembrar que existe uma correspondência 
entre os números reais e os pontos de uma reta: 
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A cada numero real corresponde um único ponto da reta e a cada ponto da reta 
corresponde um único número real. 


O conjunto dos reais é simbolizado por R 


meme pop |——+ 
—2 —1 0 as 2 
* U 


Todo número racional é também real, isto é oc K. Porém hã números reais 


que não são racionais. são às números irracionais Como exemplos de numeros 
irracionais podemos citar. 


JEEP -JE nd 


O conjunto dos irracionais não tem simbolo especial. Podemos representaá-lo 
por E- Zou então por C&. Quando estiver convencionado que O universo 6 R, 


poderemos representar os irracionais por Q' ou q, 

Nos exercicios, hã alguns números irracionais que aparecer com bastante 
frequência. Assim sendo, é interessante decarar seus valores aproximados. Esses 
*asos estão relacionados no quadro abaixo. 


2 = 1414 
$3=1732 


J5 = 2,238 
ns 3,14 


E importante tambem lembrar que dados dois números reais distintos, ao 
representá-los na reta, O maior fica à direita do menor. Assim, per exemplo, temos: 
J21,-3<-1,0>-4,1>-4. 


—4 =3 =2 =1 Ô 1 pi 3 4 


Para os racionais e para os reais, lemos nolações análogas às adotadas 
para Os nalurals € cs Inteiros; 


QGr=(xeçix=0) R'=(xeE|x=0) 
W=(xe GI]x20) R.e=(xeR|x20) 
gi =(xeQ|x> 0) Rr=ixeR|x>0) 
q =fxeZI|x<0) R.=(xeR|x<s0) 
e-zixeQ|x<0D) Re =ixem|x<0) 


Qulro fato imporiante a ressallar é quanto ao uso das palavras positivo E 
negativo Há duas maneiras diferentes de usar tais palavras. 


1) Fara alguns aulores, Os números positivos são aqueles que são maiores 
gue zero é 05 negativos são 05 mencres que zero O número zero, para 


5? 


esses autores, não é pesilivo nem negativo Assim. dentro desta 
convenção temos: 


=”, = conjunto dos números reais positivos. 


R'- = conjunto des números reais negativos. 
2) Fara outros autores, a convenção ê a seguinte: 
&,= conjunto dos números reais positivos, 


R*,= conjunto das números reais estriamente positivos 
*.= conjunto das números reais negativos. 


Kº- = conjunto dos números reais estritamente negalivos. 


Portanto, para estes autores, O número zero é ao mesmo tempo positivo 
e negalivo, porém não é estrilamente positivo nem estritamente negative 


Nós adotareros a primeira convenção, isto é, ao longo deste livro vale 
R*. = conjunto dos números reais positivos. 


R*. = conjunto dos números reais negalivos. 


2.18 — INTERVALOS 


Hã alguns subconjuntos dos números reais que recebem o nome vo 
intervalo. 


Intervalos Finitos 


Consideremos o conjunto A = (xe m |2 5x s 4) Esse conjunto pode ser 


representado como no diagrama abaixo. Diremos que o conjunto à é um imnlervalo 
fechado de extremiriades 2 e 4 e podemos representá-lo por À = [2; 4]. 


Consideremos agora o conjunto B= (x ex |2<x « 4 Podemos 


representar esse conjunto na rela, como no diagrama abaixo As meias-luas 
servem para indicar que os números 2 e 4 não fazem parte do conjunto. Diremos 
que o conjunto B é um intervalo abero de extremidades 2 e 4 e podemos 
representá-lo por B = )2; 4[. 


vemas então que um intervale fechado inclui as extremidades, enquanto 
que um intervalo aberto rão inclui as extremidades. 
Tomemos o conjunto C=(xeR|2Zsa< 44 Neste caso, lemos 2 Ca 


4 é C Podemos representar na reta 0 conjunto € pelo diagrama abaixo. A meia- 
lua indica que a número 4 não eslá incluido. Diremos que 6 conjunto É é um 
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intervalo fechado 4 esquerda e aberto à direita de extremidades 2 e 4 Podemos 
dizer jambém que o conjunto € é um intervalo fechaco-abero de extremidades 2 e 


4d. O conjunto C pode ser representado por C = [2: 4. 


Seja o conjunto D=(xeR|2 <xs dl Temos agora um intervalo aberto à 


esquerda e fechado à direita de extremidades 2 e 4, Podemos também dizer que O 
ê um intervalo aberto-fechado de extremiiades 2 e 4. A representação de D é 


D = 12,4] 


semplos 
a) O conjunto A = (xe R|-1<%xs 3) é um intervalo fechado de exHemos 
—1ie 3 
&=[1,3] 
-2 -1 ] 1 2 3 á 
b) O conjunto B=(xeR|-2<x<1fé um intervalo abero-fechado de 


extremos —2 e 1. Podemos dizer também que é um intérvalo aberto à 
esquerda e fechado à direita de extremos -2 € 1. 


B=]-2;1] 


Os inlervalos aberio-fechado e fechado-aberio costumam ser chamados 
também de semi-abertos (Ou semi-fechados) 


intervalos Infinitos 


Seja a número real qualquer 

Intervalos infinitos são conjuntos dos tipos; 

A=(xexm|x<a) C=(xeR|x>a) 
B=[xex|x<al D=[xeR|x> a) 

Estes conjuntos podem ser representados dos seguintes modos; 


a E) a a 
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&=]-—; 2] BE=]-, al O = [a + D=ja, +[ 


Em particular. podemos dizer que o conjunta dos reais é um intervalo 
infinita: 


Ra]—o; + [ 


- Õ 1 
O simbolo + lê-se “mais infinito” e o simbolo —« lê-se “menos infinito", 
Exemplo 


O conunto M = (x ce E | x 2-2) ê um intervalo mfinito que pode ser 
representado por: 


M = [-2; +2[ 


Resumo 


Sejam ae h números reais tais que a < b. Temos então: 


Subconjunto de Representação Notação de 


Nomenc ra : 
R na reta real id latu intervalo 


Intervalo fechado | 
ao b de extremos a e (a; b] 
b 
. ' Intervalo aberto 
KeZja<x<b) a bh de extremos a E 


| 
EE É 
| 


xez|las x=<b) 


| Intervalo fechado 
à esquerda & 

| a b aberto à direita; 
| seus extremos 

| são aeb 

] 


intervalo aberto à 
esquerda e 
fechado à direita; 
seus extremos 
sãoa eb 


xKeXjas x<b 


xeZja<x<sb) 


geZ(xe a) Intervalo infinito 


Intervalo infinito 


Intervalo infinito 


Kecix<a) E ESENRO- Fio Intervalo infinito 


1) Alguns aulores, para representar os intervalos [a; bÍ, Ja; b), Ja: bl, usam, 
respeclivamente, as notações: 
[a bj, (a; b), (a b) 
Porém preferimas nãa usar essas nolações, pois — no caso (a; b) - pode 
haver confusão com par crdenado. 


Dbservações: 


é) Embora tenham pouco interesse, há alguns casos que devem ser 
mencionados. Se a < b, então temos: 


——+————+— + 
a h 


[bal=txe=Z|b<x<aj=9 
Ib.al=(KeB|b<xcal=B 
Jajal=ixekR|a<xua<al=-6 


la al-lxexZ|asxsaj=(a) 
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Exercicios Resolvidos 


2 40) Sendo A=[2.5]e B= ]3; 7[ determine: 


a) AvB 0 A-B 
h) An B a tos 
Solução: 


AnNEB 

A-B 
A 

= 


a) AvB=|Z fe=(xeR|20x<7) 
Db) AnB=]3;5]=KeR|3<x45) 
c) A-B=[(Z9])=(xeR|2<xx<3) 
d CREl-si2U]Sc|=eR|x<20Ux>5) 


Exercicios Propostas 


2.41) 


Da o valor V qu F: 


a) Sen | mTeZf 

b) Zen ) nem 
Teg k) DeR 
dTeQ 1) SeR 

e) TeR m) -SeR. 
9 NoR n9) De R. 
g) Za E o) De RR. 
hp 45 «N p) = A 


ER 


242) 


2.43) 


2 44) 


Determine: 

a) [4 FT] [8.8] 

b) [4H AÊ, 9] 
c) 13 Eu (a 10 
o) [3 eJal(-8;2] 
es |7,11]-[-4,9] 


Sajam 

A=txeB|-dsx< 1) B=[-1,2 C=]-2 
Delermine 

a) [4mBmC] 

b) KA-B)wC] 


e) KANBI-C] 
d) (BN C] 


Dados: À [> a) ds [a 8] a Le : 


a) [AMBAS] 
b) ((AmBJ-E] 


| determine: 


Exercícios Suplementares 


11) 


12) 


1.3) 


1.4) 
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Sendo U = [0 —1); (=1; —4); (2; 3); (-2: 49), dê o conjunta-verdade da 
sentença abena: 
IK-y=1 


Construa a tabela-verdade da sentença: 
-“(paqi= pv) 


[49 1 


SEO eae B= Ei e C=[Z2 +=, determine: 


aj A-B b) B-A co) AnBncC 
Sejam À. B e € subconjunios de U, tais que: 

n(U) = 52 

n(ANC) = 8 

n(A) = 20 

n(AnBAC) = 3 

n(BnCc) = 8 

n(AUBUC) = 45 

nfAnB) = 7 

n(B-A) = 15 


Delermine: 


a) 
b) 
c) 
d) 


n(B) 

n(C) ; 
Ms C)] 
n 


Capitulo 3 — Equações 
Capítulo 4 — Inequações 


* 


Capítulo 


3 Equações 


3.1 — INTRODUÇÃO 


O objetivo principal deste capitulo é o estudo das equações do 1º grau e 2º 
grau com uma variável e as equações que se reduzem a elas. Porém trataremos 
também, de modo rápido, dos sistemas de equações com mais de uma variável. 

No caso de equações, é costume chamar as variáveis de incógnitas e os 
valores que satisfazem as equações, de raizes 

Resolver uma equação significa determinar o seu conjunta-verdade, isto é, 
o conjunto de suas raizes. 

Como vimos no capitulo 1, o conjunto-verdade depende do universo 
quando nada for mencionado, adotaremos U = R. 


3.2 — ALGUMAS PROPRIEDADES DA IGUALDADE 


vaeR 
vmeR 


Esta propriedade nos diz que podemos somar (ou subtrair) um 1. 
número aos dois membros de uma igualdade, obtendo uma sentença equivalente. 

É com base nesta propriedade que podemos “passar” um termo de “um lado 
para outro" de uma igualdade, desde que troquemos seu sinal. 


Exemplo 
Consideremos a sentença aberta: x + 5 = 7. Vamos somar aos dois 
membros o número —5: 
x+5-5=7-5 
obtendo então: 
x=7-5 
Temos, portanto: 


x+5=7 05 x=7-5 


De acordo com esta propriedade, podemos multiplicar (ou dividir) ambos os 
membros de uma igualdade por um número diferente de zero, obtendo uma 
sentença equivalente, 
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Exemplo 


Consideremos a sentença: 3x = 12. Vamos dividir os dois membros por 3 


obtendo, Se = Ae IStO 8, X = je 
E] ! | 


Portanto: 


3x = 12 cs xe 1É 


Exemplo 


Observe que a implicação: a=b > a -[D)=b-(0) é verdadeira. Porém a 


implicação a (0)=b-(0)=>a=b não e verdadeira, pois poderiamos ler, por 
exemplo: 


7(0)=5(0)> 7=5 
verdadeira falsa 
que é obviamente falsa. 


Por este exemplo percebemos a necessidade de se impor m = O (isto &, 
m e 2") no enunciado da propriedade Pá 


3.3 - EQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU COM UMA INCÓGNITA 


“Equação do primeiro grau com uma incógnita” é uma equação que pode ser 
reduzida à forma: 


ax+bD=-0 fax0) 
ande: x é a incógnita. 


aeb são constanies denominadas coeficientes 
b é o termo independente. 


A determinação do conjunto-verdade de uma equação do primeiro grau é 
feia através da aplicação direla das propnedades P, e FP; vistas acima. 
Exercicios Resolvidos 
3.1) Resclva a equação: 4x + 20=Q 

Solução: 

dax+20=0 1 , ax=-20 + 2 5 x= eat 

Portanto, o conjunto-verdade é; 

v=(-5) 

3.2) Resalva a equação: 5x—- 9= 8x +16 

Solução: 


25 
Sx-G=Bx+ IB CLS Sx-BX=16+9 o -Ix=25 E 


<= K= —s 
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Portanto: 


33] Resolva 2 equação: 3x-2=4x+9 


Solução: 


Ix-2=4x+90 É 1Ax- 4xeg+ZO x tieÊ-x=—1 


Assim: 
V= (1) 


34) Resolva a equação: Sa = 5X 5 


Solução: 


O mínimo múltiplo comum imme) dos denominadores & &. Vamos então 
multiplicar os dois membros da igualdade por 6&: 


(SE -4)- (5x5) 


Ux — 24 =30x+4 


Portanto: 

Ix 2 

Eid 5x + 5 disk 24 =30x+ 44 49x—-30x =24+4 6 
= e; Sen 28 À 


Portanlo, à conjunto-verdade e V = 1-3) 


3.5) Considere a equação 3x - m = 13, onde x é a incógnita. Determine o valor 
de m sabendo que a raiz da equação é —4. 


Solução: 


Se —d4 é a raiz da equação, ao substituimos x por —4 deveremos obter uma 
sentença verdadeira; 


a(=4) -m = 13 
—12-m=13 
m =-25 


3h) Resolva as equações: 
a) dx+ 1=2(2x-0) +? 
b) 12x-7 =3/5x+2)-3x+8 


Solução: 
a) du+1=22x- 3) +77 xt 1=4x-B+7e dx dx= B+7-1 


D=0 
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Assim dx + 1=2[2x-3)*7<>0=D 

Como a sentença “O = 0º é verdadeira para qualquer valor de x (isto E, é 
independente de x), a equação fomecida será salisieita para qualquer 
valor de x. Porianto, o conjunio-verdade é igual ao universo: 


V=R 


e a senlerça aberia: dx + 1 = 2(2x — 3) + 7 é uma identidade em E. 
bj) 1t2x=-7=3(5x+2)-M+D = 12x-F=15x+6—3x+ 0 
12x— 15x + 3x=6+9+7650=22 
Como a sentença “O = 22" é falsa (é falsa para qualquer valar de x), 
então a equação fornecida não será satisfeila para nenhum valor de x. 
Podemos dizer que 3 equação não tem solução: 
V=g 


Exercicios Propostos 


3.7) Resolva as equações: 
a) 4x-—- 3=-2x + 15 
b) dix-Sj+Ix + i=2/x—2)+ 15(x— 3) 


X- x-B 
o - qi 
x du-1 x 
d) q+ê= E é 


3.8) Resolva as equações: 


3x-1 2x+5 H2x+1) 3 
a : dp SEO 345 


3.9) Considere a equação: 2x =m — 1, onde x é a incógnita. Sabendo que seu 
conjunto-soólução é S = (—-7?), determine o valor de m, 


3.4 - CONJUNTO-VERDADE DE SENTENÇAS ARFRTAS MOLECULARES 


Seja Sj uma sentença aberta cujo conjunto-verdade é W e seja 5, uma 
oulra sentença aberia de conjunto-verdade 45. Temos então: 


a) O conjunic-verdade da sentença aberta: 
54,4 Ss 
é V= 15 Ea 


bj) O conjunto-verdade da sentença aberta: 
5, vê, 


Exemplo 


Bo 


Sendo LU = N, considere as sentenças abertas: 

Bj xr 

So:x<8 

O conjunio-verdade de s, é: 4 = [65,7,8,9,10..4€e 0 conunto-verdade de 
S, 6: V2=(0,1,2,3/4,5,6,7.8) 

Consideremos agora a sentença aberta 8,4 5,, isto é, 

x25nx<9 
Seu conjunio-verdade é V=WmVo=(6: 7: 8) 


Se tomarmos a sentença aberla: 5, vS,. isto &, 
x>5 vw x<8 
seu conjunto-verdade será: V=Y4uwMo=[0/1,2...)=N 


O que dissemos acima para duas sentenças abertas pode ser generalizado 
para três ou mais sentenças abertas, Por exemplo, consideremos as sentenças 


abertas S,. 55 e S4 cujos conjuntos-verdade são respectivamente MW, Va e Va. 
O conjunto-verdade da sentença aberta: 


SAD AD 

é V= ro Vo [a] Va 
O corjunto-verdade da sentença aberta: 
S,v5,v8, 

ê V — 4 va 14 


Exercicios Resolvidos 


3.10) Sendo U=Nda os conjuntos-verdade das sentenças abertas: 


a) 2x—- 8=0v 5x— 15 = b) x<Tagx-27=0 

Solução: 

a) ?x-B=052x=805x=4 Vy = (4) 
Sx-15=0055x=15065x=3 Va = (3) 


O conjunto-verdade da sentença aberta: 
2x—-8=0v5x=15=0 
é: V= Vuvo= (3: 4) 
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bj O conjunto-verdade de x < 76 4, =(0,12,3/4:5,6)eo conjunto- 
verdade de: 3x - 27 = 0 é: Va = (9) Ássim O conjunto-verdade de 
u<7n3x-dr=0é: 


V=ygnVa= 


3.11) Sendo ==, dê o conjunio-verdade da sentença aberta: 


dx+1=5x=-2n%x—-320D 


Solução: 
dx+1=5x-205x=3 W = (3) 
x-J2:05x23 Vo =R-(3) 


O conjunlo-verdade de “4x + 1=5u-2nx-J2 00 É 
V= Vig a = 


3 d 


3.127 Resolva a equação E 


SB 


WO x+1 3(x—1) 
Solução: 


Neste caso (há incógnita no denominador) devemos garantir que nenhum 
dos dengminadores se anule. Portanto, devemos ter: 


x -1a0ex+120€3(x-1)z0 
Porém: 
C-rsCoxaloxaSexa- 
410 xa— 
[Six D)e05 4241 


Supondo então que os denominadaras não sa anulem, vamos simplficar & 
equação proposta. Lembrando do produto notáve!: 


a” -b2 =(a+b)(a-b) 
podemos escrever; 


W-1= 2 -P=mx+ (1) 
e assim constatamos que x” — 1 é divisível por (x + 1) e por (x — 1). Portanto. 
o mmc dos denominadores é 3(xº — 1) Agora dividimos o mme por cada 
denominador e multiplicamos o resultado obtido pelo numerador ahtendo: 
12=9(x-1)-4(x+ 1) 
Assim: 
d K| 4 
—— =. -——— o 12=9(x-I-dlx+)axeia xa 
x -1 x+1 3x-—1) EMA 
Mas: 12=9)x—- 1W-aáix+t fjox=5 
O valor 5 satisfaz todas as condições e, portanto: 


V=(5) 


7 3 
R | ão -—-— = — 
3.13) Resolva a equação E, ES 


Solução: 


Neste caso devemos ter: x—- 2200 -6x+ 1220 
[x-22=000x=2 
|-Bx+12240065xa2 


ASSIM: 
Ixa2 = R-—(2) 
|7-6x+12)=Hx-2D 6 x=2 w = (2) 


O conjunto-verdade da equação proposta é. 
V=Ynta =& 


Exercícios Propostos 


3.14) Sendo U= R dê os conjuntos-verdade das sentenças aberias: 
a) 3x +B=0vBx-9=0 
bj] 2x-3=0v4x—20=0v?7x=-1=20 
Cc) 3x+7=6x-Bax-5=0 
d) dx+1=Bx—-19Ax—- 320 


3.15) Dã o conjunto-verdade da sentença aberta: 
(x—-4=0v3x—-15=0v4x- 28 =0)4 (x 5) 


3.15) Resolva as equações: 


a Bog 3805 


b) -— = 


3.5 —- PROPRIEDADES 


Sabemos que 


ab=05a=0vb=0 


p=0esa=0nb=0 


Baseados nisso, podemos resolver equações dos lipos que aparecem à 
seguir 


Exercícios Resolvidos 
3.17) Resolva a equação (2x - 3/7 —-Ax)=0 


Solução: 


(ex-3(7-Bx)=052x-3=00u7-Bx=0 


2x-3=Desveé 
2 

RR A 
] | 
37 

Portanto vis: a! 


318) Resolva a equação: 2 x — 18x + 3x? -27-=0 


Solução: 


Em primeira lugar faloremos à expressão 2x) — 18x + 3d x2 = 27: 
2x) -18x+3x2 -27=2x(x? 9) + 36x -9) = (x? -9)(2x+3) = 


= (32x + 3) = (e + Iix 32x +) 
Porianio 


2x 18x +3x] -27=005(x+Mx-32x+3]-05 


tu 


ox+I)3=0vx-3=0v2Z%+3=06x=]Ivx=ºIvk=-— 


V=ja-3-5) 


319) Resolva a equação: x -x=0 


N 


Solução: 
x -x=Ax] = N=xx+ (4-1) 
$$ -x=00%xx+10)X-1)=00%x=0vx+1=0v4x-17200 


x=0vx=-—1Tvx=1 
VE (0,=1:1) 
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3.20) Resolva a equação: 28 +20 4.9 


X-18 
Solução: 
Bxr2 
E O. 0655%+20=00%]-16=0 
x — 18 


A raiz de 5x + 20 = 0 à —A4 Porém esse valor não salisfaz a condição 
x - 180 portanto o conjunto-verdade da equação dada é: 
V=t 


Exercicios Propastos 


3.21) Resolva as equações. 


a) x(x+1)=0 

b) 2(-2x+ B(4 > »x)(x+9)=0 
Pux-d 

O qe=80" 
dx+12 

d =Ô 

x-9 
3 


e) x —1Bx=0 
9 4x] +5x? -4x-5=0 


322] Resolva a equação (2x + 1)(4 — 2x)x — m) = O em cada um dos universos: 
a) R 


bi) Q 
Cc) E 


3.6 - EQUAÇÕES DO TIPO at = pé 


Consideremos a igualdade: a*= b*onde ae bsãoreaiseke Z'. 


Sek e par, temos: 
af=b'oa=boua=-b 
Se k é impar, temos; 


a =«bpoa=b 


Exemplos 
a) Consideremos a equação: x = 4º Temos: 
xg=8eox=40ux-—s 
Portanto: V = (4, —4) 
b) Seja a equação. x* = 4º. Neste caso, temos: 
E = Ao x=4 
e portanto: V = (4) 
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às propriedades mencionadas acima valem também para k E £'., desde 
que imponhamos à =0e b= 0, pois devemos nos lembrar que: 


O aid: 


a 
Exemplo 
Seja a equação (4x — 1297" = (3-7? 
(ax 12) 2=(3-x) "codx-12=3-xadgx- 124043-x2:05 
x=3nx=23 
Ponanto:V = 


Se k = O. então o conjunto-verdade da equação a* = b* coincide com o 
conjunto-universo. pois qualquer número real elevado a zero é iguala 1 


Exemplo 


Consideremos a equação: (3x — 2)º = (4 — 3x)? 
SeU= RR, teremos 


V=zR 


Exercício Resolvido 


323) Resolva as equações: 


a) (4x - 7) =(8-»)"? b) Px + 12) = (ox— 9)" 


Solução: 
a) (4x- DP =qp-xgto dx-7=B-xvdax-7=(8-x) O 
x=Jvx= = 


V= 3 3) 
b) (2x +12) =(6x- 98 2x+12=6x-Dox= 2 
[8 
Exercício Proposto 
3.24) Resolva as equações. 
a) (3x1) =(4-50"º 


E c) (ax +27 =(x=1)" 
b) (2x +98) =(7x— 1) d) (Bx— 9) = 16 


3,7 - EQUAÇÕES LITERAIS 
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Às vezes ocorem equações com várias letras. ande nem todas são 


consideradas como variáveis. algunas são consideradas como números 
(constantes) e nesse caso costumam ser chamadas de parâmetros 


Ao ser dada uma equação literal, se nada for esclarecido, admite-se que as 


últimas letras do alfabeto são as variáveis e as primeiras são as constantes 
(parâmetros). 


Exercícios Resolvidos 


3.25) 


3.28) 


3.27) 


Resolva a equação. 2x —- a = 3h 


Solução: 


Aqui, como nada é esclarecido, vemos admiir que x é a variável, ae b são 
constantes. Portanto, temos 


ix-a=3hb os 2x=)hb+a =x = Sh+a 
Assim: W = Po 
2 | 


Resolva a equação: ax —- x = da+ 2 


Solução: 

Observando que: ax—x = (a— 1)x, temos 

ax-x=Ja+2os (a-1ix=)a+2 

Neste pento consideraremos duas possibilidades: primeiro a — 1 + 0 e depois 
a-1=0 

1Yparaa- 170, lemos: 


ja+2 
ad 
ê v=/32+2] 
o 
2% para a — 1 =0Q teremos a = 1e poranto a equação dada transforma-se 
em: 
Ox=H1)+2 
ÚU x=5 


que obviamente não tem solução. 
Portanto, a resposta do exercicia deve ser: 


[para a-1z0 temos: Va (iat2] 
| [a=-1]) 
ai a-1=0 temos: V=!Z 


É 2 
Resolva aequação ax — x = 8 —1 
Solução: 


ax-x=d-1ota-tx=a=1 
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Consideremos duas possibilidades: 
[1º) paraa-1=0, vem 
E! -- — 
| Esq qu se Bah) 
a-1 a-1 
2º”) paraa-1=0 vema=1caequação(a-ljx=a”-1 


csx=ea+1 


transforma-se em 0 -x= 0 que obviamente é verdadeira para toda x. 
Assim, a resposta é: 


iparaz-1=0.V=f2-1] 
para a-1=0V=R 

328) Resolva a equação azx-x=b-3 
Solução: 
ax—-x=zb-Iola-lx=b-3 


1º) paraa-1=0 isto é, para. a=1 lemos: 


b-3 
(a-x=b-Je= x=—— 
a-1 
Es jpara a-1=Deb-3-=0O, Istoé paraz=leb=3Ja equação: 
(a=-1)x=D-3 


transforma-se em: 
Ux = D 
e portanto V=R 
Sjpargsa-it=Deb-3=+0 istos paaa=1teb>3 a equação: 
ta-tx=b-3 
transforma -se em: 
Ox=b-3(comb-3:0) 
que, obviamente, é uma equação impossivel 
Foriando, a nossa resposta é. 
para az Vve= [b-3] 
a-1 
para a=teb=2 V=Q 
paraa=leb=3 V=R 


— 


Exercicias Propastos 
3.28) Resolva as equações. 


a) dx-a=-x*+b cj) ax—-x= da + 
b) ax-5=2x+ 10 d) Sx- B = 2b + ax 
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3.8 — SISTEMAS DE EQUAÇÕES 


Um sistema de equações é uma sentença aberta molecular, onde os 
átomos são ligados pelos conectivos a ou 4. 


Exemplos 


a) À sentença aberta molecular “dx — 2y = 7 v x + 2y= 1º é um sistema de 
equações, que costuma ser escrito também da seguinte modo: 
[PA =7 
u 
ay =1 


b) A sentença aberta molecular "x — 3y = 9 À 4x + y = 10" é um sistema de 
equações que pode tambem ser escrito assim: 


W-ay=8 
A 
dx+y=10 


Quando é omitido O conectivo. admite-se que é O conectivo a. Assim, 
exemplo, se encontrarmos O sistéma: 
far -3y-9 
[5x+8y=1 
admitiremos que se trata de "ay — ay=8A bx+By= 1º 
No caso em que o conectivo & a costuma-se dizer que se trata de um 
“sistema de equações simultâneas. que é o caso que nos inleressa neste livro 
O estudo dos sistemas de equações em que o conectivo é v é um tanto 


mais complicado e é feito com auxilio dos gráficos no nosso volume de Geometria 
Analítica, desta mesma coleção. 


3.9 — SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES SIMULTANEAS 


Uma equação da forma 
ax tax +agxa+.. + anã D 

chama-se equação linear. Aqui, ax az as... . ane h são números réais & x1, Xp. 
X3.... Xn SãO OS Variáveis, 

Note que, numa equação linsar, cada terno contém uma incógnita elevada 
ao expoente um. 
Exemplo 

As equações "dx — dy = 1" e"ax— 9y + 102 = B' são equações lineares. 


Contra-exemplo 
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A equação “3x? — By = 2" não é linear, pois temos a incógnita x elevada a 
expoente dois A equação *Dosy=r" também não é linear, pois 
vemos então que 0 expoente de x é —1 


xiw 


=5xe 


Vamos estudar, neste ilem, sistemas de equações simullâneas em que as 
equações são lineares, ou possam ser reduzidas a equações lineares. 


De início vamos considerar casos em que as equações têm apenas duas 
incâgnias. 


Hã vários métodos para resolver tais sistemas, porém, no mamento, 
veremos apenas o “metodo de substituição” e o “método de adição”. 


Metodo de Substituição 


Em pnmeiro lugar escolhemos uma equação e na equação escolhida 
“isolamos” uma das incágnitas para em seguida substituir na outra equação. 


Exemplo 


, 2x-3y =4 
Vamos resolver o sistema. 
3x-27=11 
Na primeira equação isolemos a incógnita x: 


Zx-Jy=doZx=4+Iyosx= E 


Em seguida, na segunda equação, substituimos x por 4+3y 


2 
4+3y — = 
3( 2 ) 2y=11 


Resolvendo esta equação encanlramos y = 2 


Portanto: x = dioy . dr da) -5 


V=(5 2) 
Método da Adição 


O método da adição é mais fácil de explicar alravés dos exemplos. 
Exemplo 


F E x+y7=10 
Consideremos o sistema: 
x-y=4 
Somando "membro a membro" obtemos: 
+ytix-yp=14 
2x = 14 
x=? 
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Agara, em qualquer das equações originais, subslituimos x por 7. Por 
exempla, vamos substituir na primeira: 


x+y7=10 
T+y=10 
y=3 


Assim: V = [(7, 33) 
Exemplo 


E 2x dy = 4 
Consideremos agóra o sistema: 
dx-2v=11 


Yamos mulkiplicar todos os termos da 1º equação por 2 e tados os termos da 
2º equação por-2: 
fêx-sy=12 
|-6x+4y=-22 
Com isso conseguimos deixar os coeficientes de x nas duas equações 
iguais em módulo, porém de sinais opostos. Agora pedemos somar “membra a 
membro”. 
fx — Uy— 6x + dy= 12-22 
—5y =-10 
y=2 
Em seguida vamos a uma das equações originais e substituimos y por 2 
Por exemplo, tomemos a 1º equação: 
2x — 37 = 4 
2x-—3(2)=4 
2x— B=4 
x=A 
V= (652) 


Consideremos agora um sistema de lrês equações lingares com. 
ncógnitas. Para resolvê-lo, em primeiro lugar escolhemos uma equação e, na 
equação escolhida, isclamos uma incógnita. Em seguida temamos o valor dessa 
incógnita isolada e substituímos nas outras duas equações. Com isso oblemos um 
novo sistema de duas equações e duas incágnitas, que pode ser resolvido por um 
processo qualquer. 


Exemepla 


bs (1) 
Consideremos o sistema: (2x +y+22=6 (Il) 
Ix-y+z=h tBI) 
Isolemos x na equação (|): 
xry-z=-dex=—y+z—-d 
Vamos agora substituir x por -y + z — 4 nas duas oulras equações: 


ff 


UN 2ly+z-9)+y+22=6 
UNM=-y+z—-4)-y+2=8 
Simplificando eslas duas úliimas equações, obtemos o sistema: 
jo +gz=14 
|-dy+4z=20 
Resoivendo este último sistema obtemos y=-2Z e z = 3. ÁssiIm: 
=y+tz-d=-|[-2])+3-4d=1 


Um estudo mais detalhado (inclusive com outros métados de resolução) das 
sistemas lineares é feito no volume 4 desta coleção. 


Exercicios Resolvidos 


dx—3y =10 


or substiluição. 
dx+y=0 R ' 


3.30) Resolva o sislema | 


Solução: 


Isolemos y na segunda equação: 
txty=0oy=9- 2x 
Substituindo na primesra equação: 
dx-2(9-2x]= 10 
4x — 27 + Ex = 10 


10x = 37 
o í 
10 
TN Ir 8 
=0-W=8-2]— |=-8- D =< 
iá o (10) o 
Assim v= (5:38) 
dx+2y=" 
331) Resolva o sistema | Pesa por adição 
dz -by =1 
Solução: 
Vamos multiplicar a 1º equação porãea 2" por 2: 
[20x +10y = 35 
|6x-1Dy=2 


Somando membro a membro: 
20x + 10y + 6x— 10y=35 + 2 


2Bx = 37 
ai 
26 
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Substituindo esse valor de x na 1º equação: 


a 
a(59)*23=7 
S +2y=7 
Emi 
“ 28 
A me] 
“CO: 26 76 
dida 
3.32) Resolva o sistema; y 
8 2 
— pa = 4 
xy 


Salução: 
a : E 
Neste caso as equações nãa são lineares, pois, por exemplo, o termo — 
x 


pode ser escrito ax! e portanto o expoente de x não é 1. 
No entanto podemos fazer as seguintes mudanças de variáveis: 


—=lU —— = 
Xá y 
Assim; js = 4u s = 54 
x y 
Nes Bu Éio 2v 
x y 
e osislema pode ser escrito: 
[4u-5v=12 
jau+2v=9 
Resolvendo este último chtemoós: uU = = ev= + 
1 18 
A KZ =— Ze 
SSim: x q 
1 4 
Na 
16. -4 
V=4| ==, — 
( 23 5 ) 
2x +6y =? 
333) Resolva o sistema: Ve 
x+3y=5 


Solução: 


Multipliquemos a segunda equação por —2: 


+9 


x+Iy=5 o -2x-6y=-—10 
12x +By ="? 
|-2x-8y=-—10 
Somando membra a membro, abtemas: 
2x + 6y—-2x—-6y=7-—-10 
= -3 (absurdo!) 
Neste caso enlão o sisiema não lem solução, é um sistema impossivel 
V=2 


: 2x — Y= 4 
434) Resolva o sislema 


-2x+y = 4 
Solução: 


Somando membro a membro, oblemos: 


2x- y- 2x+ty=4—4 
0=0 
à sentença “OD = O" É sempre verdadeira. Isto significa que o sislema admite 
mfinitas soluções, isto é, o sistema é indeterminado. Se repararmos melhor 


no sistema fornecido, vemos que, multiplicando todas os termos da primeira 
equação por —1, ablemos a segunda equação. 


Exercicios Propostas 


335) Resolva os sisiemas: 


337) 


[ax-Ty=2 


a) 
AX - By = 1 


b) dx -11y=2 
ax -v=5 


Resolva os sistemas 


E a pa 
a) c2xcysz=—11 b) :-Px+.«dy+z=-24 

| uSpaae dr ado 

AX -yrSg=T 
cj Zy+52=89 

Y2=2B 
Resolva Os sistemas: 

[EL = xy, o 
a - p [é] 4 

x 

E np re tai 

E , 

[Ea 
b) qYy-2 

| grato 


3.10 - EQUAÇÕES DO 2º GRAU A UMA INCÓGNITA 


Definição e Fórmula 

Equação do 2º grau a uma incógnita é uma equação que pode ser 
reduzida a forma 

aó+bx+c=0 (a = 0) 

| é a incógnita 
onde:la, be c são os coeficientes 

le é o termo independente 

Lembrando que a = O, vamos multiplicar ambos os membros da iqualdade 


por da: 
aW+bxtc=0D o 49x +4abx+42020 O 49% + 4abx = —4ac 


Somemos b? aos dois membros: 
4a2xº + dabx= Saco sax? + 4abx+b? = b?- 406 o (20x + bJ = b? — dac 
tras bj? 


Supondo b?-. dac> O, temos: 


(22x +b)2=b?-4aco 22x + b= +Jb? - 47 es 
a - E 
es 2ax = —h+ub? - 4ac o xe Es TE 


Em resumo, temos que, para pº- 420220 
-b Db? - 4ac 
Za 
É costume chamar a expressão bh? — 4ac de discriminante da equação e 


representa-lo pela letra grega 4 (lê-se “detta”, 
Assim, a fórmula para resolver uma equação do 2º grau &: 


-“b+ 


axé +bx+c=0cx= 


Exemplas 


a] Consideremos a equação: 6x) +x- 1=0 
Aqui temos: 
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x+ay=he-2Zx- 6By=-10 
[2x .By=" 
|-2x--6y = —10 
Somando membro a membro, chtemas: 


2x + By—-2x- By = 7 — 10 
Q=-3 (absurdo!) 
Neste caso então o sistema não tem solução; é um sislema impossive! 
= 
Zu—-y=d 
3.34) Resolva o sistema: pri 
-2x+y=-d 


Solução: 


Somando membro a membro, obtemos: 
2x— y— 2x +y= 4-4 
0=0 
A sentença “D = D" é sempre verdadeira. Isto significa que o sistema admite 
infinitas soluções, islo & a sistema & indelerminado. Se repararmos melhor 
no sistema fornecido, vemos que, multiplicando tados os termos da primeira 
equação por —1, obtemos a segunda equação. 


Exercícios Propostas 


4 351 Resolva os sislemas: 


[ax-Ty=2 4x—11y=2 
a) á b) U 
taxa 2y=1 Ix-y=8 
3.36) Resolva os sistemas: 
XEy+Z=—3 PR 
a) (2x yez=—11 bj |-2x+dy+2z=-24 
[x+ Soy -2=47 n+z=7 
lex -y+32=7 
Cc] 4Zy+62=9 
lfz= 28 


3.37) Resolva os sistemas: 
E = 3x +2y Sxcys1 


aj ' [o 4 
press 
pesa 

b) y—-2 3 
(nes? 


BO 


3.10 - EQUAÇÕES DO 2º GRAU A UMA INCÓGNITA 


Definição e Formula 
Equação do 2º grau a uma incógnita & uma equação que pode ser 
reduzida à forma: 
ax +bx+c=0 (a>0) 
x é à incógnita 


onde: la, b e c são os coeficientes 


c é o termo independente 


Lembrando que a = O, vamos mulkiplicar ambos os membros da igualdade 
por da: 


aê+bx+tc:0 — 49x + dabx+dac=0 o 4a'x + 4abx = —dac 
Somemos b” aos dois membros: 
43% + 4abx = -4ac es daily? + dabx+bl =b”-49co (2x +b)?=b?— 4ac 
i2ax+ by 


Supondo b?—- 4ac > 0, temas: 


(Zax + bj =b?-4saco 2ax+b= + vb? —dac 


p———— -b+db?-4 
o 2ax=-bayb' -dac o x= be vb? dao 
Za 
Em resumo, temos que, para b? - 4ac > O 
“pa Jb? - dac 
ax +bx+c=0ex= EE cane 


É costume chamar a expressão b” — 4ac de discriminante da êguação e 
representá-lo pela letra grega 4 (le-se “defta”, 
Assim, a fórmula para resolver uma equação do 2º grau é: 


b=/á 
RR onde |8 =b? —- dac 
Za 


Exemplos 


a) Consideremos a equação: 6x +x=-1=0 
Agui temos: 


B1 


| s=b'-dac= 1" 4(B)(-1)=1+24=25 
je= Ja = 5 =5 

encbeva 145 1*5 

o 22 28) 1 


| 45 4 4 
x = 


2 CM Veli 3] 
gro Si=s geR =] 2 
OE SE a 


b) Tomemos agora a equação 25x — 20x + 4 = 6) 


a=25 
| = 20 A=b? -4ac=(-20)º - 4/25)(4)= 400 - 40050 
pr Ja=J0=0 
ecbrys [2020 20 2 
2a 225) 50 & 


D conjunto-verdade é V = [É] 


Neste caso (A = D) oblivemos um conjunie-verdade com apenas um 
elemento No entanto, costuma-se dizer que a equação tem duas raizes 


iguais ou ainda, que a equação tem uma raiz dupla. Podemos então 
escrever, para esle exercicio: 


Cc) Seja a equação dy — 3x + 5 =D 


a=d 
Eee sa=b? -dac=(-3 -4(4K5)=9-80=-71 
c=5 


Repare que A< O e sabemos que, no conjunto dos números reais, não 


existe raiz quadrada de número negativo. Ponanto, neste caso, temos 
V= 


Número de Raizes 


a? 


Conforme pudemos cbservar, dependendo de A temos três casos 3 
considerar: 


1º 4>0 À equação possuí duas raizes reais e distinias, representadas 
porx e x”: 
x = D+ A DR 
2a Za 


2º) 4=0 A equação possui duas ralzes reais e iguais (uma raiz dupla): 
GÊ 
“za 


9º) A<0 A equação não possui raizes reais, no entanto tem raizes 
imaginária (que não é nosso assunto neste livro). 


% =X 


Equações Incompletas 
Uma equação do 2º grau em que b = 0 ou & << O é chamada incompleta. 
Assim, por exemplo, são incompletas as equações: 
4 — 3x = 0; 3 -9-0 5*2=0 
Para resolver uma equação incompleta podernos obviamente usar a fórmula 


vista anleriormente, mas hã modos mais rapidos, como veremos nos exemplos a 
seguir 


Exemplos 
a) Consideremos a equação 4x* — 3x = O Colacando x em evidência, 
temos. 
a — 3x = x(4x — 3). 
Assim: 


talcs 


4 -Ix= Deo xdx-3)=0cox=00U4x-3=005x=00uU x= 
Poranlo: v=í Ro 
) 3 


b) Seja agora a equação 3x” — 12 = Q. Temas: 
32 12=00530=120x-4ox=12 
Logo: V = (2,2) 
Mudança de Variável 
Hã algumas equações que podem ser resolvidas com uma muas 
variavel 
Exemplo 


Consideremos aequaçãox —- 52-36 = 0 
Fazendo xº = tleremosx=te portanto a equação fornecida transforma-se 
em t-—5t-38=0. Resolvendo esta úluma obtemos. t'=-Set=9 


Corno xº = t, concluímos que x = + e assim: 


Ipara t=-4 vem xº=-4 (aqui não temos raizes regis) 
lpara t=9vemx=9e portanto: x=+3 


O conjunto-verdade &: V = (3; -3) 
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A equação ax + pé +c=0 (a « O) é conhecida pelo nome de equação 
biquadrada. 


Exercicios Resolvidos 


3 38) Resolva as equações 
aj 8x) =21- 2x 
bi (= 3 =(x + 4) —(20x—23) 
2) (-Bx+21y7=81 


Solução: 


a) Bx)=21-2xo> 8x) +2x-21=0 


pres A=b'-qac=2º - 4MB]-21)=4+672=876 


pese 8 = 4878 = 26 


Aga 18 “8 
RE 1 
a à 2 v=(5 4| 
u -13 -14 -7 2' 4 
XxX = : — — — 
) 8 8 4 


ta+b? -=a? + 2ab+b? 

(a-b)? =aº -Zab+ b? 

temos: x -3P=2-Bx+9 e (x+4p = +Bx+16 

Assim. 

x-3P=(x+a?-(20x- 23) 5X -6x+ 02x +Bx+ 18 — 20x + 23 5 
co —Ex-— Bx+ 20x=16+23-956x=300x=5 


b) Lembrando que | 


V=[5) 

o) (x -Bx+21P= Box -Bx+21=9v x2-Bx+21=-9 
[x -ax.21=900 x] -Bx+12=0 4, = (2,6) 
lê -ax+21=-905x]-8x+30=0 4= 


V=ViuMVo= (2 6) 


3.39) Resolva as equações 


a) ax +x=0 co) $ =x 
b) 22 -32=0 d) 5x +2=0 
Solução: 


a) Nesie caso, a equação é incompleta e porianto não é necessário usar & 
fórmula. 


= 
3X +x=0 6 x(3x+1)=0 co x=00u03xX+1=0 — x=00ux= 


v=[0:5) 
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3.40) 


b) 2x «32 =00x-16=000 X=18e>x=+4 
W=(4,—d) 


o) vexoxg-xe0oxx-D=05x7=00ux-1=05x=00ux=r1 
V=(0,1) 


d) s+2=008W=20=-É 


Não existe número real que elevado ao quadrado resulte negativo. 
Portanto, a equação proposta não tem raizes reais. 


Resolva as equações: 


TA 1 
a) É +r7Ê-B=-0 b) (+53 -S[x+1)+6=0 
O a 


Solução: 


a) Façamos x = Y assim É = y e a equação proposta transforma-se em 
+ 7y-—-8=0 Resolvendo esta úllima equação: 


a=1 Es 
f 5 A=bº-4ac=7"º -a(h(-8)=49+22=81 
[ne=ê dio JdBi=9 

o -b+VA -7+9 

Rr: 
| ig EEDA EA 

-s = 

7 9 4800 
|y SE sds A 


Lembrando que * = y temos x = Vy e portanto: 
[para y =1 vem x= 1 =1 
|para Y=-B vem x =YB=-2 
V=t 
b) Façamos [x+ 4) = ye vamos impor x = O. 
Com essa mudança de variável, a equação proposta transforma-se em 
yf — 5y + 6= O equação esta quetemas raizes y = 2 ey'=3 
Assim; 


1º) para y = 2 temos x+l=2 


x+l =20530 -2x+1=0 
A equação xX-2x+1=0 apresenta duas raizes Iguais: 
W=x'=1 
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2º, para y = 3 temos x += =3 
x+4=365%)-3x41=0 


5 - 45 
Dc made, 


Portanto: V = te SE 8 Ea 


341) Resolva a equação: 8x + 7x) + 5=0. 


Solução: 

Neste caso. temos »* » 0 e x* > O. Portanto, para qualquer valor de x 
teremos 8x + 7x > o 

No entanto. axé + 7 +5=0658x' + 7x =-5. 


Assim vemos que a equação proposta não tem solução real pois para 
nenhum valor real de x, a expressão 8x” + 7x” podera resultar negativa: 


vV= 
342] Resolva 08 sislemas: 


a W+4yº-2x+3y=9 n2 +yº = 
2x —-3y = -4 5x + dy = 20 
Solução: 


a) Isolemos x na segunda equação: 


ex Jy=4052x=IyL es x= sys 


e façamos a substiluição na primeira: 


3y-4Y 2 3y-4 » 
( E] [= -2 5) + 3y=9 


a 9y? sEsnne 


-(3y-4)+3y=0€e513y2 -24y—-4 =0 


—2 
Resolvendo esta última equação obtemos: y'=2 e y”= ia 
Lembrando que x= Sy-á 


| temos: 


Assim. V = (et 2) [5 E) 


[aja 


3.43) 


3.44) 


b) Isolando x na segunda equação: 
20-dy 
5 
Subslityindo na primeira equação: 
20-dy a o 400 -180y + 18yº 
e 400 -160y + 184º +25yº = 100 & 414º -160y +300=0 
Porém, ao caleularmos o discriminante desta última equação, temos: 
a = (1807 - 4191) (300) = 25600 — 49200 = — 238600 < O 


Ax + dy = 20 | — o dt 


sy=4 o 


portanto esta última equação não tem solução (no campo dos reaisje o 


sistema tambêm não tem solução: 
V= 


[x2+y2+6x-124+20=0 


Resolva o sistema: 
|x? +w2-2x+4y-20-0 


Solução: 
Vamos multiplicar a segunda equação por -1 e somar membro a men. 


q!X+y4+8x—-127+20=0 
-xº -yº +2x-4y+20=0 


Bx—-16y+40=0 


À vantagem do que fizemas é que conseguirmos obtér uma equação do 1º 
grau, O que facilita no momento de isolar uma incógnita. Vamos isolar a 


incógnita x: 

Bx-18y+490=00x-2y+5=0>x=2y-5 
Subsbituindo na 1º equação, obtemos: 

(2y-5+y +6(2y-5)-12y+20=0 

Resolvendo esta última equação, teremos: y'=1,y'=3 
Como x=2y-5, vem: 
ipatay=1x=2(1)-5=-3 
pe Vi Va (ts (13) 
lparay=3,x=2(3]-5=1 


Resolva a equação: Ex? -— 2x + age — 50d —2x)—-41=0 


Solução: 

[e -zu+1=y+1 

lol ze = (ya 1? 

Com estas substituições, a equação propasta transforma-se em: 


Fazendo x - 2x = y, temos: 


8? 


(4+1))-5y-41=0 


cujas raizes são. vy = Be y" =-5 
Lembrando que -— 2x = y, temos: 


1º) paray=8, X—-2x=8 Resolverdo esta equação, obtemos: 


x=dex'=-—2 


2º) para y=-s, x* — 2x =-5 Porém esta equação não admite raizes reais. 
Ástgim, o conjunto-verdade da equação proposta é: 


Exercicios Fropostos 


345) Resolva as equações: 
aj dx + 17x-21=0Q 
H) Bx— 1 = 9x 
&) -23$=x-1 


348) Resolva as equações: 
a) x +x=0 
b) 2x) = 50 
co gé-1=0 


3.47 Resalva as equações: 
2 


a) E 4x5 
b) RP 
x 


V=4;-2) 


co) (x+ (xD =$+x+7 


d) 5x+1 ,15x+2 
x wx—1 


s 48] Resolva as equações: 
a) ax —- = —1 
bj) 9x +B$-1=0 
cj x+132+36=0 


dy x*- 280) +27=0 
e) x =x 


3.49) Resolva as equações: 


= 20 


a) (2x — 5)" + xº — 207) = 0 
b) 40 + 5x + 18x +20=0 


Cc) 2x) -xº + 10x) — 5x 
pr ' 
x*- 5x + 6 
d pe 4] 
e 


EB 


2=0Q 


dj) GB = E(2x— 1) +x 
e) xr1P=4 
fp -x2-x—-1=0 


dj 82 +2=0 
e) 4x] = Ex 


di x-2 = x+5 
ax-8 58x-2 


Bb (Bx+2P-4x=-x+4 
q) (2x—- 5 -x=3x-? 


h+ = o — 
“ w+5 w-2 1 
1 6 
— — — & 
x x? 
q) x-5Jx +6=0 
4/ we " 


) 62-x +35 — 1006 — x) = 105 
i Sé + 7 + é + 1=0 


3.50) Resolva as equações: ã p 
a) (x - 3x) = 15 b) (dx + 2x)" = 125 
(Sugestões: 18=42, 125=5º) 


351) Resolva os sistemas: 


a) wi +y" =25 d) [x +y2 -Bx+4y-12=0 
2x-y=2 ldx-3y+7=0 

Bi E ad +y? -8x+6y+18=0 
xy =8 [x +y +4x-6y +9=0 


é $X +yº -Bx-24y+60-0 
x +y7 +2x+8y-40=0 


3.11 - EQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU: RELAÇÕES DE GIRARD 
Dada a equação do segundo grau ax +bx+c=0 (a = D), sabemos que 
suas raizes são (supondo A 2 0): 
ebedE é qua SE 
2a za 
Calculemos a soma das raizes: 


ago DA bs a eine b-Jã .2b b 


X 


Calculemos também o produto das raizes: 


aba dA bo Va, (b+ ds bo VA) 
a O pa 1” - 


“a 
tb -tdaf b?-a b?-qp? 4ac) bl-blsdac dar c 
4a? 4a? aa? 4a” a 


(Relações de Girard) 


Estas “relações entre os coeficientes e as raizes” foram estabelecidas por 
Girard (Albert Girard, lamengo, 1590-1633) em 1829. Ele mostrou que essas 
relações valem também para rafzes imaginárias e estabeleceu relações entre os 
coeficientes e as raizes para equações de grau superior a 2, (Este assunto é 
analisado mais detalhadamente no volume 7? de nossa coleção.) 


Exemplo 
Consideremos aequação 6x — 7x +2=0Qonde:a=6, b=-7ec=2 


Resolvendo-a, obtemos x' -. ex" => 
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sexta ds led] 
ae =) PR 
ia ae | a 
a 6 6 
RR E 
XX =s—.—=—= 
A INR 
[Cg=i a 
a 6 3 


Caso em que a =1 


a 5 
Consideremos a equação do segundo grau em que a = 1:x + bx +x=0 
Para este caso, lemos: 


Chamemos de & a soma das ralzes e Po seu produto: 


S=beP=c 
istoéB:b=--Seçc=P 


Assim a equação pode ser escrila: 


Exemplo 


Consideremos o seguinte problema: 
“qual é a equação do segundo grau cujas raizes são 7 e 8”, 
Suponhamos inicialmente que na equação procurada tenhamos a = 1. 
Assim a equação pode serescrila: x» —- 5x + P = 0. 
Mas: dai 

P=7(2)=56 


Portanto, a equação & X — 15x + 56 = 0. 


Obviamente esta não é a única equação da segundo grau cujas raizes são 7 é 
& Se multiplicarmos todos os coeficientes da equação acima por um número real 
diferente de zero, obleremos oulra equação do segundo grau cujas raizes sao tel. 
Por exemplo, se multipicarmos os coeficientes da equação por 2, obleremos a 
Equação 2x — 30x + 2 =0, cujas raizes são 7 e 8. 


Exemplo 
Certas equações do 2º grau em que a = 1 podem ser resolvidas par 
lentativa” usando a forma x — Sx + P=0. 


Seja por exemplo a equação x — ax — 42 =0. 


Temos: 


ay 


s-4eP=-—12 


“Mentalmente”, tentamos encontrar dois números cuja soma seja 4 e cujo 
produto seja =12. 
Encontramos -2 e 8 Sendo assim, o conjunto-verdade é: 


V=(-2:6) 


3.12 - TRINÔMIO DO SEGUNDO GRAU: FATORAÇÃO 


Trinómio da segundo grau é uma expressão do tipo: 
ax +bx+g 
bi é a variável 
onde ia be c são coeficientes (reais) 
li 0 


É importante não confundir “trinômio da segundo grau” com “equação da 
segundo grau”. pois esta é obtida igualanda a zero um trinômio do segundo grau 
tax +bx+c= 0) 

Vamos demonstrar que o trinômio do segundo grau pode ser fatorado do 


seguinte modo: 
a? rbxec=aix-x)x—x") 


onde x'e x" são as raizes da equação ax +bx+c=0. 
Demonsiração: 


Consideremos o trinômio: ax + bx + c onde a =» O. Suponhamos que a 
equação: ax? + bx + c= O tenha as ralzesx ex". 


“ " b 
xx! =—— 
a 


Temos então: 


né etxec-a(x2 + Ex+ E) ia 
a a 


e (2)as 
- » a Eid 
=alx-txexixex x J=a[x- xx=-xoxaxix]= 
= alxix- x) u"be> 2] = al(x = xx — x] 


eq 
Observação: 


Fode-se demonstrar que esta decomposição vale mesmo que as raizes 
sejam imaginárias. 


Exemplo 
Consideremos O trinômio 6x] — 7x + 2. Igualando-o a zera oblemas a 


equação 8x - 7x + 2 = 0, cujas raizes são: x'= e ex"= El 


3 or 
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RR w' = 2 
Ponanto (b=—? É 
E 2 x 23 


ax +bx+c=afx-xx=x") 
2 Bla lg de 
Bx -7x+2-6[x a É +) 


Exercítios Resolvidos 


352) Determine à valor de k na equação ax! — 7x + (k + 2) = 0 de modo que uma 
de suas raízes seja 0 sextuplo da oulra. 


Solução: 

(a=3 

dh =? x = Ex” 

le=k+? 

7 pe=á 

a da ; 
'=6x"=6(=)=2 
x'= 6x (3) 

a aa E 1,.k+2 n 

w x == eba 3 k=0 


3.53) Determine o valor de p na equação 5x? + (3p + 2x — 9 = Q de modo que 
suas raizes sejam simétricas, 


Solução: 
ss 
b=3p+4 x'= x" 
E =-B 
mente Dos xp ut o BBEL e 0 = dIÊ =Pp= = 


Neste caso não foi necessário usar a relação x' x” 


] 
vio 


3.54) Fatore o trinômio 22 — 11x + 5 
Solução: 
Em primeiro lugar delerminamos as raizes da equação: 2wW = qix+ 550, 


que são ze 5. 
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3.55) 


3.56) 


mé +bx+c=alx- nx x") 


ps [ed 
b==11 2 
px |xt=5 


4 
Loga: 22 — 11x +5=2] x-5) 6-5) 
AS 
ou ainda: 2x] > 11x + 5=(2x— 1)x-—5) 
Dã uma equação do segundo grau cujas raizes sejam Se 7. 
Solução: 
4º modo - Suponhamos que a equação procurada tenha a = 1 
0 +bx+c=0) 
|x=-3 xext=-DO-347=-Dobe-s 
|x"=7 x! xt So (INT])=S esc = 21 


Portanto uma das equações do segundo grau cujas raizes são — Je 7 é: 
? 
x —-d4x—- 2120 


2º modo - Sabemos que x'=-=3 a x0 = 7, 
Serdo axé + bx +c = 0 a equação procurada, temos: 
ad sbx+e=ax-x)x—x") = a(x + 3)jpe— 7) 
Fazendo à = 1, a equação é; 
x +3)x—7)=0 
Efetuando a multiplicação, obtemos: x — 4x -21=0 


Fatore a expressão 4x — 5x) + 1 


Solução: 


Em primeiro lugar façamos a mudança de variável: w = ve e y2, 
Assim: 4x — 5 + 1= ay — By + 1 


1 
= “o=1 
aa 


Às raizes da equação 4y — Sy+1=Qsãoy = 
: 2 , 1º 
Assim: 4y — Sy+7= dig [ty — 1) 
A, 
Mas como y E x) temos: 


F " 
ax - xe 1=4y2- 5y+1 =abé-S|pê-s)= 
h é 
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357) 


- apo (3) Je “= a[x+ Efe Jeee neem 


Determine o valor de k de modo que a soma dos quadrados das ralzes da 
equação 2X) - 5x +Kk=0 seja igual a fá 


Solução: 

v ho 5 
beer=S 
|e ” à da - k 

2 
CO = (xP age + xx 


2 
5 7 k 25 7 9 
(3) -IraS)o RB -Tenok-S 


COCO 


Exercícios Propostos 


3.58) 


3.59) 


3 60) 


3.61) 


3 62) 


3.63) 


3 64) 
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Determine o valor de m na equação 5x? — 8x + (3m — 8) = O. de modo que 
uma de suas raizes seja o triplo da outra. 


Determine o valor de k na equação 2x? — 30x + (2k — 1) = O, de modo que à 
diferença de suas raizes seja igual a 3. 


Determine o valor de k na equação 5xº — 12x + 6k + 2 = O, de modo que: 
a) uma de suas raizes seja o dobro da outra 
b) suas raizes sejam simétricas 


c) uma das raizes seja o inverso da outra 
Considere a equação 3xº — 7x + 1 = O. Calcule a soma dos quadrados de 
suas raizes. 


Dê uma equação do segundo grau que tenha como raizes: 
a) 3e2 
b) -Ge4 


1 
c) -7e2 


dy 2e3 


Dê uma equação do segundo grau que tenha duas raizes iguais a —5. 


Fatore as expressões 
a) x2+ 3x— 18 

b) 2X + 7x— 15 

c) 4x + 12x+9 

d) x — 5x2 + 4 


es 9x'— 10x + 1 
p xex—12 
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= — 


Capitulo If 
4 Inequações 
pao. a 


4.4 — PROPRIEDADES 


Quaisquer que sejam os reais 
a bex, temos: 
abbes arx>b+x 

Isto significa que podemos somar tou subtrair) um mesmo número aos dois 
membros da desigualdade a » b sem alterar seu "valor de verdade”. 


Assim. por exemplo, a sentença verdadeira 7 > 2 conlinua verdadeira se 
somarmos o número 5 aos dos membros: 7 +5>2+5 


Esia propriedade permile “passar” um número de um lado para oulro da 
desigualdade desde que troquemos o sinal do número. 


P, 


Exemplos 


a) Consideremos a desigualdade x — 4 > 5. Somemos o númera 4 aos dois 
membros 


Z=-4+4>5+4 
x>5+4 
em resumo x-4>5eox>5+4 


b) Seja a desigualdade x + 2 < 7. Vamos subtrair dos dois membros o 
número 2; 


Z+2-2e7-a 
x<7[=-2 
Sto E XFICTOXST- PS x<5 
a>b=>ax>bx| YaeR 
b vbe & 


vxeR, 


E 
asse — »— 


Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar (ou dividir) os dois 
membros de uma desigualdade por um número positivo, sem alterar seu valgr de 
verdade 


Exemplos 
a) A desigualdade 5 > 2 é verdadeira Se multiplicarmos os dois membros 
por 7 (por exemplo) obteremos a sentença 35 > 14, que ainda é 
verdadeira. 
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b) 4 desigualdade 7 > 12 é falsa. Se mukiplicarmos os dais membros pelo 
número 2 obteremos a sentença 14 > 24, que ainda & falsa 
dx 12 
Cc) xs ersSsx<a 
) 3 3 
d) —Adx < 20 «> 5(—4x) < 5(20) -20x < 100 
4x. 20 


e) 4x2 20 44 <—ox>5 


a>sbe=ax<bx| Vark 
b vbe it 


vxeR' 


Esta propriedade nos diz que, se multiplicarmas ou dividirmos os dois 
mermbras da desigualdade a > b por um número negativo, devemas inverter seu 
sentido para manter seu “valor de verdade”. 


q 
asbes—<- 
x xXx 


Exemplos 


a) Consideremos a sentença 2 > 1, que é verdadeira. 


= — —4 —3 =) —1 O] 1 2 
Se multiplicarnos os dois membros peló número negativo —3, devemos 
inverter o sentido da desigualdade: 
(32) < (3) (1) 
= <—3 
bh) 3r-1el(-2(3)<t=2-1) &-6<2 
c 2<505(-1)(2)> (-1)a)e>-2 >-—5 


d) 20X- = £— 10 52 
J Au Pd 
-4x 20 
—4 DD E Sox<-E 
e) xz220 6 > a x 


 -x<206 (-1(=%) > (20) 6 x >-20 


4.2 — INEQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU 


Uma inequação do primeiro grau é aquela que pode ser reduzida à forma: 
ax + b> QO (onde aa 0) 


Uma das maneiras de resolver uma inequação desse tipa é fazer uso das 
propriedades da desigualdade e proceder de modo semelhante ao desenvolvido na 
resolução de uma equação do primeiro grau. 


Exemplo 


Vamos resolver a iNequação 4x — 3> 0. 
Em primeiro lugar, passamos —3 para o lado direito, baseados na 
propriedade Pi. 


gx 9>00 dx>3 


ar 


Em seguida dividimos os dois membros por d: 


dx. 3 e 
nd cd Pd 
Portania, o conjunto-verdade é: 


vejxeRix> 5) 


ENT) 


ou, usando a nolação de intervalo, 


Exercícios Resolvidos 


4% Resolver as ihequações: 
ay Jx=12>0 bj) -2x+14<0 


Solução: 
aj Jx-12>002 caxsize Sox Ds xa 


V=(xeR|x>4|=]4 +04 


D) -2x+14 <Do-Z2x<—A4 o o, em xo? 
Vs] od 
42) Resolva as inequações: 
a) -5x+153kx+2 bi gun =? pie 


Solução: 


= -1 
a) bx +41 eme -s2- 1 psi SL ox2 


—-B —B 
; A | 
V=l-—. 
55: 
Neste caso o me dos denominadores é 12. Multiplicando todos 08 


termos por 12, temos: 


A2(3x]- 3x —- 24 < 201 — 2%) 
36x — 3x +BR<7- dx 


b) 


3x <-d 
4 
*<-a7 


te 


SB 


4.3) 


44) 


Resolva as inequações: 


a) tx-3/>0 e) fra ro 
b) pe= 3 20 f) fx=- 3/2 

c) (x-3],<0 o = 3 <0 
d) (x — 3º sl ny) (x-3/<0 
Solução: 


a) Neste caso temas uma pólência de expoente par, e portanio o resultado 
nunca sera negativo. Portanto, para que (x — ay Seja maior que zero, 
basta que x— 3 seja diferente de zero: 

Re 
=xXeR|xeg)=m-—(3) 

b) Levando em conta a discussão no item a concluímos que a sentença 
(x — 3Jí > O & verdadeira para qualquer valor real de x: 

V=R 
c) O resultado de (x — 3)" nunca poderã ser negalivo e portanto, neste 
caso, temos: 
Vl = 
d) Como (x - 3)" não pode ser negativo, temas: 
K-3s00x-3=00x=3 
V = [3] 

e) A potência (x — 3)" lem expoente impar e portanto o sinal de (x — 3/60 

mesmo sinalda base x— 3 


Assim: 
(x-3]>00x-3>000x>3 

V=]% + 

()] x-3/2060x-32065x23 
V=[3 +m] 

9) (x-3)<00x-3<08x<3 
V=]-a: 3 

h) (x-3] 500 (x-3]800x<3 
V == 3) 


DE O conjunto-solução de cada sistema de inequações: 
a) 2x-6E>DaIx-27<0 

b) 2x-6>0v3x=27<0 

Solução: 


a) Seja S, 0 conjunto-solução de 2x — 6 > 0 


2x-620052x>605x>3 S1= 33; += 
Seja 82 0 conjunto-solução de 3x = 27 <Q 

3x- 27 <0 X<27ox<D Sa=]-r. 4 
Sendo S o conjunto-solução do sistema, temas: 
5=5,n8 
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3=]3, 9 ouS=xe E|3<x<9) 


3 ES) ' 
S, Sei 
S2——+—————é 
8 es 


b) Neste caso 6 conjunto-solução S é dada par S = S, U Sa. Pelo diagrama, 
percebemos facilmente que 5 = R. 


9 ai 
S4 hoj 
S2— — 1d 
Ss eo o o e o— — — o O — 
4.5) Resolva o sistema de inequações: 
i-4x +12>0 
[2x+8>0 
Solução: 
Quando não é mencionado o coneclivo, vale à mesma convenção que 
lizemos no caso de sislemas de equações: admitimos que se trata da 
conectivo x Quando a coneclivo é a dizemos também que se trata de um 
sistema de inequações simultâneas. 
Seja S1 O Conjunto-solução de —4x + 12 > 0 
dx+12>005dx>-125x<30. 8,=]-o M 
Seja 82 0 Conjunto-solução de 2x + 8>0 
ex+B>2002%x>-Beox>-4 Giz =|4 al 
sendo S o conjunto-solução do sistema, temos: S = 8,9 So 
S=(lxex|-dex<3]ouS=|4: KI! 
—4 3 
84 —4— A 
A RES 
3 p———— ss 
4.6) 


Dê o conjunto-solução da sentença aberta -3 < 5 —- 2x <G 
Solução: 
1º modo - Sabemos que -3< 5 2x < Sé equivalente a: 


-3<5-2xn5-2x<9 
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—Jce5-Zxo Jx<5-Desx<d S, =]- »:4[ 
8-2x<90-ZXe9-Besx>-2 S, =]- 2. «[ 
S=S.n5S=]-2:4[=(xemR|-Z<x<ad4) 
2º mado - Podemos trabalhar diretamente com a sentença 
-3<5-2ux<8 
-S3<5-2<9o-1-5<5-6- 2Hx<]-50> 


ms = «4 e > — > em 
o-B<-Zx <> 3 E o 
o 42%xr-D es -d <x<a 
«S=]-2:4[ 


4.7) Determine os valores de m tais que a equação: 
4x) — 5x + (2m — 1) = O não admita raizes reais, 


Solução: 
fugi 

ig = 

JE =2m-1 


a=b?-sac=(-5)-4(4) (2m-1)=25-16(2m-—- 1)=25-32m+16= 


41 — 32m 
Fara que a equação não admita raizes reais devemos ter A < O. 
Ac<õs>4g]-3m<Da-ImeS1 esm> S E 
Portanto, a resposta é: 
41 
Mm; —— 
32 


4.8) Determine os valores m tais que a equação 4 — 5x +(2m- 1)=0 au 
duas raizes reais e distintas. 


Solução: 


A = d1- 32m 
Para satisfazer a condição do problema, impomos 4 > O 
A>0541-32m>05 m< 


4.9) Determine m de modo que a equação: 4x? — 5x + (2m — 1) = O admita duas 
raizes reais e iguais. 


Solução: 


A = di —-32m 
Para salisfazer a condição pedida, devemos ler s= 0 
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A=>00541-32m= 0 E 
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4.10) Determina m de modo qua a equação: 
4x — 5x + (2m — 1) = O admila raizes reais: 


Solução: 


Neste caso não for esclarecido se as raizes são distintas ou iguais. Assim, 
devemos lerá O 


A20=41-32m2045 mas 
32 
Exercícios Fropostos 
4.11) Resolva as inequações 
a) x—-5>0 d) Bx- 2 2x+1 
bj) 4x -3<x E) 2x— 3 < &x + 6 
x —14 4x—1 
+ —— — « 
C) xz2x+1 f) E 2x 10 
d12) Resolva Os sistemas: 
4x -12 <0 e) 3x-1220 
[3x-18>0 gx + 2 <0 
4x+30>0 
| id -3x+12<0 
al E | 15x +28 <0 
—BY% + “ 
lax-45<0 


q E <ã-Bx<B 


4 13) Determine os valores de k na equação: 
6x) — 7x — [3k-— 1) = 0, de modo que: 
a) a equação aúmila duas raizes reais e distintas 
bj) a equação admila duas raizes reais e iguais 
Cc) a equação admita raizes reais 
d) a equação não admila raizes reais 


4.3 — SiNAIS DE ax + b 


Consideremos o binômio ax +b, ondex éavariáve, ac FE ebe E O valor 
numérico do binômio poderá ser positivo, negativo ou nulo, dependendo do valor 
atribuido a x 


Exemplo 


Consideremos o binômio 2x — 12. Para x = 7, o binâmio tem valor numérico 
positivo: 
2x-—- 12=14-12=2 
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Para x=3 lemos 2x- 12=68-12=-& istoa paraxs=2,o binômio tem 
valor numérico negativo 


Para x = 6 temos 2x - 12 = O. isto é para: x = é o valor numérico do 
binômio é igual a zero. Diremos que o número & é a raiz do binômio 2x — 12. 


De modo geral, o número que, substituido no lugar de x, dá valor numérico 
nulo é chamado de raiz do binômio. 


Exemplos 


a) Araiz do binômio: 2x— 14 é 7, pois para x = 7 temos 2x- 14=0 
b) Araizde-aix— 12E-4, pois para x = —4, lemos -3x— 12 =0. 


Desterminemos a raiz x do binômio ax + b (onde a = Oy 
ax+b=0<sax=-Deo => 


Portanto: x' = =b 
a 


Pode-se verificar que: 


1º) Para valores de x maiores de x, o sinalde 3x + bé o mesma de a. 
2º) Para valores de x menores que x, o sinal de ax + b é contrário ão de a, 


Isto pode ser resumido na seguinte tabela: 


á mia significa “o mesmo sinal de a” 
ande: : 
cita significa “sinal contráno ao de a” 


x 
———— ———— 
Seav0 a tabela e; E ú fx) 
Sea <0 a tabela é: dd DE E rei 
á 0 (x) 


Exemplo 


Façamos o estudo do binômio 2x — 10. Para tanto, em primeiro lugar 
determinamos a raiz do finômio: 
ow—- 10=D0652x=1Dccsn=5 


Temos: 
la=2, isto & a »0 
Ix'=5 
Assim a tabela de sinais é 
E E 
- 0 E Ch) 


Esta tabela nos Informa que: 
a) parax= 5. o valor numérico do binômio é igual à Zero 
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b) para x<5,0 valor numérico do binômio é negativo 
c) parax > 85, o valor numérico do binômio é positivo 


Exemplo 
Consideremos o binômio —3x + 12. Delerminemos sua raiz: 
ix +12=065 Sx=-1205x= 4 
la=-3, isto é, a <0 
x'=4 
A tabela de sinais & 


+ 


(x) 


O 
| 


Este quadra nos informa que: 

a) parax=4d lemos-3x+12=b 

bj para x > 4,0 valor numérico de 3x + 12 é negativo 
c) parax <= 4d ovalor numérico de 3x + 12 é posilivo 


Exemplo 


O estudo de sinais nos dá um outro processo para resolver inequações do 
primeiro grau. Assim, por exemplo, se quisermos resolver a inequação —3x + 12 > 0, 
fazemos prmeiramente o estudo do binômio —3x + 12 fver exemplo anterior). 


Â 
-— >» 
» 8) E (x) 


Da tahela percebemos que -3x + 12 » O para x « 4 e portanto o conunto- 
soução de -3x + 12>08S=([xekR|x< 4] Este processo não é o mais rápido 


neste caso, mas é essencial para resolver alguns lipos de inequações que virão 
adianle 
Fodemos justilicar os fatas mencionados acima através do teorema a seguir. 


Teorema 


Consideremos o binômio: ax + bondea ex ebe É Seja x a raiz do 


binômio. 
Temos então: 


x>x'—ax+b temo mesmo sinal de a 
x<x'csax + Db tem sinal contrário ao de a 


Vamos dividir à demonslração em duas partes: 


Vja>0 


Demonstração: 


! b 
Lembranda quex = a temos; 
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' b s 
Xx=>x or eax boasrsb>0 ta mesmo sinal de aj 


; b , E 
W«<x RR e eo (sinal contrário de a) 


2a co 
b 
x>2X o X>-— coax<boax+b<O (o mesmo sinal de a) 


; b : pc 
x<X ex<-cax>-hoaxrh>O (sinal contrário de a) 


Exercícios Resolvidos 


2x- 8 


4.14) Resolva a irequação —>—— « 
-3x = E 


O. 


Solução: 


Em primeiro lugar, devemos impor —-3xz — B = O, Isto, x=—2. 


Vamos agora fazer separadamente à estudo dos sinais do numerador (N] & 
do denominador (Dj): 


N=2x- 8 D=-3x-6 
Zx- B=hox=4 -3x-6=00x=—2 
4 —? À 
se [é] o (x) x ú o (x) 


Em seguida reunimos o estudo feito dos sinais de: 

N=2x- Be D=-ax- 6 em uma única tabela, para obtermos os sinais de 
No 2x-8 

D -3x-8' 


A tabela nos dá: 


a) paraxs-2, 5 & negativa. 
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4.15) 
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b) para -Z<x<4, S é positiva. 


cj para x > 4, Ê é negativa 


As “bolinhas” servem para indicar as raizes das expressões e estamos 
usando o simbolo & para indicar que a expressão não está definida. Assim 


para x = —- 2, a expressão Ê não estã vefinida, pois -2 anula q 


denominador 


x-B E 
njunto-solução é: 
ESTES <O ocoan) [o 


S=-ixeR|x<-Zoux> d) 


Como queremos 


Se 0 problema pedisse para resolver a inequação 1. «0, deveriamos 


acrescentar ao comjunio-solução anterior os valores que anulam a 
expressão Mas para anular a expressão devemos anular o numerador, isto 
ê B 2x-8 E 
é. fazer x = 4. Assim, o conjunto-solução de 23%. 6 s0é: 


S=[xex=|x<-20uxz4) 


Resolva a inequação (x — 5) (3x — 8) [-Ex + B)<0 


Solução: 
vamos primeiramente fazer q estudo dos sinais de cada fator: 

Azx-—sS B=3x-9 C=--2x+8 
x-5=05x=5 Ix—-9=005x=3 -Zx+]=0—ox=4 
5 3 ; 4 

D — (x) 


e 


Em seguida reunimos tudo numa única tabela: 


Queremos (x — 5) (3x — 9) (2x + B) < O, isto &, ABC < O 
Portanto: 


S=xeZjdoexoedgoux> 5) 


4,16) Resolva a inequação a 3 De Jo 
Solução: 
vamos reduzir os dois termos ao mesmo denominador (jo mmc é igual a 
%— 2) 
X (x — 2) 
x-2 “—> 


Antes de continuarmos, observe que neste caso não podemos “desprezar” 0 
mme x-— 2. Ista porque desprezar o minimo & equivalente a multiplicar todos 
os termos por x — 2 e não sabemos se x — 2 é positivo ou negativo e 
poranto não saberemos se devemos manter ou inverter q sentido da 
desigualdade. Quando o mmç é um número positivo não há problema em 
“desprezá lo” (como fizemos, por exemplo, no exercício 4 2). Assim, sempre 
que em uma inequação houver denominador com variável, devemos 
manter o mmc. Continuemos agora com a resolução da inequação. 
Supondo x— 2 = Qtemos: 

Mid (x — 2) ad Jx-2) a 


3 < Q 
ES” iii —2 “-? x-2 x-2 
x-Jx-2) x— 3x +6 -2x+B 
O 
“-2 q x-2 vo x-2 
N=-2x+6 D=x-2 


=-2x + B 
E-2 


Como queremos > 0, o conjunto-solução é: 
S=elxeR|Z<«x=<a3) 
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2 [Px — 14) 
4.17) Resolva a Inequação > ico. 
RT: 


Solução: 
Em primeiro lugar, deveras ter -3x + 15x 0 islo é x = 5. 
=x B=2z— 14 C=-3x+15 
-=3x +15 =0D0>x=65 


gu ls=0eox= 7 


mex 19) o gevemester0<x<50UX>T7. 


os 


e devemos ler x= 0 oux= 7. 
—-3x +15 


Assim, o comunto-solução é 
S=zjxez|0:x<Souxa ?) 


Fara 


Exercícios Propostos 


4.18) Resolva as inequações 
(x — 22x + B) <o 


4x +18 
DO EO E x—5 
b) (x + 7) (3x = 1) (dx + 2)20 d) ,<e 


4.19) Resolva o sislema 
[x+3 
4x-2 
pix -9(D-x)>0 


<D 


—1 
420) Dé o conjunto-verdade de Ds x = ns 
x-2 4 
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4.4 - SINAIS DE ax] + bx + c 


Consideremos O trinômio do segundo grau aé +bx+condea bec são 
reais com a = 0. O valor numérico desse trinômio poderá ser positivo, negativo ou 
nulo, dependendo do valor atribuido ax. Os valores que, substituídos no lugar de x, 
dão valor numérico nulo são as raizes do trinômio, isto É. as raízes do trinômio 
ad + bx+csãoas raizes da equação ax +bx+c=0. 

Queremos fazer o estudo dos sinais de ax” + bx + ce para lanta 
procederemos como no caso do binômio ax + b' primeiro apresenlaremos as 
conclusões e depois farérnos as demonstrações dessas conclusães. 

Devemos considerar Irês Casos: 


1º) Suponhamos A> O Neste caso o trinômio admite duas raizes reais E 
distintas, x e x", e a tabela de sinais do trinômio é: 


Esta tabela nos diz que: 
- para x Situado entre as saizes (x = x < x) O sinal do lrinômio é 


contrário ao de a. 
- para x situado fora do intervalo das raizes (x < x ou x > xº), O sinal dá 


trinômio é o mesmo de a. 


2º) Suponhamos agora A =D. Neste caso o trinômio tem duas raizes reais & 
iguais [x = x*j e a latela de sinais é: 


Esta tabela nos informa que, para qualquer valor de x diferente da rar, 
(x), q valor numérico do trinômio tem o mesmo sinal de a. 


3º; Suponhamos A < O Neste caso, o trinômio não tem raizes reais e a 
tabela de sinais é: 


Di a 
mia (x) 


isto é, para qualquer valor de x, à valor numérico do trinômio terá o 
mesmo sinal de a. 


Em resumo, temos: 
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Exemplos 
a] Consideremos o trinômio *-5x+6 


a=1 

edi a=bf-dac=(-5)"-4((6)=1 

e = 
Neste caso A>QJ eo trinômio tem duas raizes reais e distintas: 
x = bad = 25 x'=Zex"=3 
e como a > O a tabela de sinais é; 

2 3 
á ô E [o] * (x) 


De acordo com esse quadro, temos: 
-paraxe2,xX-5x+8>0 

—-paraZexc<3x-5x+68<0 

—-parax>3,%-5x+5>0 

Assim, se nos pedissem para resolvermos a inequação x —-5x+6>0, 
dariamos à seguinte conjunto-verdade: 


V=[xeRIxe20ux> 3) 


Se nos pedissem para resolvermos a inequação x —- 5x + 6<0D, 
daramos o seguinte conjunto-verdade: 
V=(xeR|2<x< 3 


bj Consideremos o trinômio 0x? — 24x + 16. 


RR S=b?-daç=(-24)2-4(9)16)=0 
a eo cDEVA +24 4 
c=-16 Co Za TES 
| mex" RA 
Temos então 3 
E > 0 
Ponanta, a tabela de sinais É: 
4 
0] TT 
e U lá (x) 
Vemos então que o valor numérico do irinômio é positivo para qualquer 


valor de x diferente de A : 


Se nos pedissem para resolvermos a inequação 9x? — 24x + 16 > 0, 
dariamos o conjunto-verdade: 


va 
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Se nos pedissem para resolvermos a inequação ox] —- 24x + 16 <0,0 
conjunto-verdade seria 


V=1 
pais a tabela de sinais nos informa que o valor numérico do trinâômio 
nunca sera negativo. 


c) Seja atrinômio -32 + 2x— 5 


fa=-—3 
la=2 a=bl-4aç=2"-a(-3)(-5)=-56 
[c=-5 


Temos aquiA<0ea<à0. Portanto, o quadro de sinais é: 


gs ae — (x) 


isto é o trinômio será negalivo para qualquer valor de x. Assim, 
podemos dizer que. 


— q conjunto-solução da inequação -PÊ+2x-B<0eSz2. 
- o conijunto-solução da inequação =3x + 2x —-5>06V=4. 


Nos três teoremas a seguir vamos justificar o que dissemos acima. Para 
faciltar a notação, representaremos o trinômio ax” + bx + c pory, 


Teorema 


Seja otrinâômioy=axº+bx+c ondea becsãoreais comaz0e4>0. 
Sejam x ex' suas raizes, com x < x”. 
Então: 

xex qux>x' «— y tem o mesmo sinalde a 
X< xe x es ytem sinal contrário ao de a 


Demonstração: 


Lembremos que o trinômio pode ser fatorado do seguinte mado: 
YE ax +bx+c= afx— xfx — x") 


Portanto: p: =(x— x) (x=x" 


-— Suponhamos x < x. Neste caso teremos também: x < x” e portanto as 
duas diferenças x= x ex—x' 


k E] 


X x K 
pn + de a 


serão negativas Assim, o produto (x — x) (x — x") será positivo, o que 


significa que y > D Mas, se Ê = O, podemos garantir que y e atêémo 
a 


mesmo sinal. 
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Suponhamos x >» x Nesie caso lambém teremos x > x e portanto as 


dilerenças x — x ex-x 
x bd x 
——e je A mi je je 


serão ambas positivas, o que significa que à produto (x — x) (x — x") será 
Y >qe partanto y e a têm 0 mesmo 


positivo. ássim, lemos novamente 


sinal. 
Suponhamos agora x <x < x”, Meste caso teremos x- x >0ex-xº <D. 


Assim o produto (x =x) ix — x") 
x x x 


serã negalivo, o mesma acontecendo com L masse L« 0, ye além 
a a 


smais contrários 


Teorema 


Sejaotrinômo y=ax +bx+c, coma, becreais az 0e4=0. 
Seja x' sua raiz. Então: x + x «> y tem o mesmo sinal de a. 


Demonstração: 
L=(u-x) te") 
= 
Mas como x'= x", vem =|x- xp 

Para qualquer valor de x diferente de x, a expressão: (x — x'/ será positiva & 


D | 


portanto t > O Dai concluímos que y e a têm o mesmo sinal 


Teorema 


Seja o trinômio y = ax+bx+condea bee são reais, coma=0€A <0 Neste 
caso y terá sempre o mesmo sinal de a. 


Demonstração: 
Nesle cêso o trinômio não tem raizes reais e assim sendo não usaremos 


p=a(x=x) (x— x). 


Façamos então o seguinte: 


z 2 9 
yet ebrro-a(x soxet ja RE ui E arado dead 
aa a a 4? 44º) 


Rá ? - a 2 > 
=a iba )ee de) =a (45) Did ] a 
h a da? ) la 49º) za J 4a 
pr 
da 
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b A 
P E Y e ——— | —- . 
odemos então escrever E (+ : mg 


—A os É 
Como estamos supondo A < O, temos à > O e, como conseguência, para 
ad 
nz 


qualquer valor real de x, teremos: x+ 55) -À +40. Isto significa que XY será 
2a, aa? a 


sempre positivo e portanto y e a têm o mesmo sinal, 


Observação: Conforme vimos, podemos escrever 


2 
axlsbx+c=a (x+55) -— (com a + 0). 
a b a! i l 
A expressãos a e | ils & chamada de forma canônica do 
2a) da” 


trinômio do segundo grau e será usada novamente no capitulo & desde livro. 


4.5 — INEQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 


inequações do segundo grau são inequações que podem ser reduzidas a 
uma das seguintes formas: 
Be rbrres 
ax +bx+e20 
á 0 
onde: (x é a variável 
a. bec são constante 


Para resolvermos inequações do segundo grau, fazemos uso do estudo que 
fizemos do trinômio do segundo grau, 


Exercicios Resolvidos 


4.21) Resolva as inequações: 
a) =x — 4x +1220 
bj) -xº—-4x+12<0 
ec) —xº—- dx +12350 
d) 4x — 20x + 25 > 0 
e) 4x) -20x+252>0 
f) 4x -20x+25<0 
9) 4x) = 20x +25 20 
hn) -x2+3x-7<0 
pj -x2+34-7>0 
j x >4 
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Solução: 
a) Vamos, em primeira lugar, determinar as raizes do trinômio y = —xº — 4x + 12 


e em seguida fazer o estudo de seu sinal: 
“é -dx+12=200x=Goux=2 
pan ga<0 


Temos: qx'=-6 
Xo= 
2 


x x ; —B 
= E — D+ + 
mta 0 ca O mia (x) — + - x) 
Portanto o trinômio assume valores numéricos positivos para x situado 


entre De? 
V=ixex|bex<2)=]-6. 2 


b) Aproveitando o estudo do item a jemas; 
V=fxeR|Xx<-6vx>2) 
e) V=fxez|ixeBvxe?) 


d) y= 4x) - 20x + 25 
A=b?-4ac=(-20]º - 4(4)(25) = 0 


fas 
po=00 chuva do dO 5 
je=25 2 MM) ! 2 
f 
la=4istog a>0 
Temos: la =0 
s 
dia 
; > 
x ke 2 
mia o mia Melv o ques=to aa Sano 


Portanto, o conjunto-verdade de 4x — 20x + 25 >0& 
V=[xeRIxeS|=R- (|. 


Aproveitando o estudo do item d lemos: 
V=R. 

Trata-se do mesmo frinômio do item d. Agora queremos y < 0, o que a 

tabela de sinais diz ser impossivel Assim; V= 2. 


E) 


f) 


g) É o mesmo trinômio do exercicio d, o qual nunca será negativo, mas 
poderá ser nulo. Assim, o conjunio-verdade de y =x 0 é: 


8) 


h) y==x + 3x—7 


e 

ib=3 s=b =-da6= 7 =4pnt-Tj= blg 
ps 

Temosenião, a<leas<oô, 


wo p ===" Ste se = oi 
mia (x) - = - (x) 


Ponanto: V = k 


j É o mesmo trinômio da exercicio ho qual será sempre negativo. 
Portanto, o conjunto-verdade de -x" + 3x— 7 > 0 é: 


V = 
j 24 22-4>0 

v=xl-a 

[gi E E 

lh=0 em —- Sac = 18 1.2 

[ad X -d4=0Ucbx=+2 Ixt=42 

x x ; -2 2 

————— ———————————e pj 
mia cia emita (x) + ds + 2) 


Pornanto:V=(xe R|x<-2oux=> 2) 


DE axa 4), q 


4.22) Resolva a inequação 
dad ES RT 


Solução: 
Em primeiro lugar estudaremos o sinal de cada termo. 


Azx-d4x+3 
*-qx+3I=0mox=ioux=3 


C=-x+Ex-B 
x +Bbx-B=:0x=20u0x=4 


Repare que este termo é do 1º grau 


Resumindo numa única tabela: 
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Temos enlão: 
V=bxezixe-ZaulexeZ2oZexzIodeyx<5 


Ou iambém. 
V=fxezlixe-Zvisxasivdcxe axa) 


ra 
(x? + 10x+254-40x+11) (op 


4.23) Resolva 
Res (2x + J5)tx! 9) 


Solução: 


IA=x+10x+25 H=-10x+11 
11 


x +1Dx+25=006x=-5 0x4 11=000x=—— 


16 


4.24) 


425) 


Poranto: 


V=(xeR|-Dexs iv exe3ux=-5) 


Determine o valor de K de mada que a equação 4x? — kx + 9 = O admita duas 
raizes reais e distintas. 


Solução: 


Devemos ter4A>0 


[Ro 
Wb= k A=(ky aa) =k? 144 
le=9 


Portanto, devemos ter é -144>0 
Para resolvermas esta inequação achamos em primeiro lugar as raízes de 
kê — 144 
C-t4ag=006W=144 6k=412 
—12 12 
A ; E 
' E t+ 


Como queremos kº — 144 > , devemos ter: 
K=-12Zouk> 12 


Resolva a inequação x = 13x) +38 <O 


Solução: 


Em primeiro lugar fatoramos a expressão xº — 13% + 36, como vimos no 
capitulo à, 


x -13x]+36=(- 4-9) 
Assim, x- 137 +36 <0 o (pé -4)(x-9)<0 
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A=x-a 
w-S=06x0212 W-9=05x=+3 


Assim V=(xeR|-Dexs-2vica=3) 
4.26) Resolva a mequação ds 22 +9x- 18 <0 
Solução: 


+ 202 +0x- 1B=-x(x—2)+Bix— 2)5 (x— 2842 + 9) 
Assim, devemos resolver a inequação (x = 2) (é + 9) <0 


A=vx-? B=-x+9 
x-2=00x=2 x +9=005x=+3 
=3 3 


2 
—empe po 
* — 4x) 


S=xek|-Jex<2Zo0ux> 3) 


4.27) Determine o valor de k de modo que a sentença aberta xº — ex + [k + 15)>0 


seja verdadeira para qualquer valor de x e P. 
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4 28) 


4.29) 


Solução: 


Queremos que o trinômio x —kx + k + 15) seja sempre positivo, isto é, 
queremos que tenha sempre o mesmo sinal de a (observe que a = 1) 
Portanto, devemos impor A < O. 


as=4 
[apo A=b? -dac=(kj -4U(k+15)=kº —-4k- 60 
pasar 


Devemos então resolver à ineguação Kê—4k-60 <0, As raizes de kº — 4k — 60 
são —Se 10. 
Assim, devemos ter 6 <k < 10 


— 10 
+ - + “09 


Determine os valores de k de modo que a inequação: (K + 3) +kx 4120 
seja salisfeita para qualquer valor real de x (supar k * —3) 


Solução: 

a 

E a=b?.dac=k? -d(k+3)=k? -4k-12 
c=1 


Para que o trinômio (k + apê + kx + 1 seja sempre posilivo, devemos tar 
a>0esa<o. 


faz05k+3>0 

lá<0 ck? -4k-12<0 

jo conjuntoverdade dek+3>0€M =fkeRlk>—3) 

[O coniunto-verdade de k? - 4k 12 <08M =(kKekK|-2<k<s 


Sendo Voa conjunto dos valores de k que nos servem, teremos: V = «+ 
Fazendo a operação obtemos: 


V=KeR|-2<k<6) 


Seja. y = . Determine o conjunto de todos os números reais x 


Do = ajd=x 
wW-g 
para os quais y é real, 

Solução: 


Para que y seja real, devemos ter -xz 0 e x) - 9x0. Neste caso, o valor 
numérico da expressão x* — 4 não importa Sendo V. O conjunto-verdade de 
—x > O, temos: 


M=ftxeR|x<0 
Seja V> 0 conjunto-verdade de: ** - 9 «0. 
*-9e0ox23ex»-3 
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Sendo À a conjunto dos valores de x que nos servem, temos: 


A=Vyin Va 
A=txeR|x<-Jou-3<x<s0) 
3. 3 
e (x) 
ee 
YNG—— dd | 
Exercicios PFropostos 
4 30) Resolva as inequações: 
a) x -7x-B<0 j xX-4x+6>0 
b) xX-7x-8<0 k) X-dx+6<0 
e x -7x-8>0D ) X-4x+6<0 
d) 2 x BD m-*+5x-6<0 
e) xX-6x+9>0 n) 2 +5x-6>0 
f) xº-6x+920 0) X-1<0 
g) xX2-6x+0<0 p) =X 2 —4x 
q) 4x > 7x <1+5x 


h) é -6x+9<0 
) x -4x+6>0 


4.31) Resolva as inequações: 


Cá 2 
a) 3(2x—- 3)? > dx(2x— 9) +43 b) EA Sci 
d 242) Resolva as mequações: 
2. 2 
si) e Bx+5 >0 c) x(x +8X) o 
x —- fx +iZ x—1 
a 2? y- “ay 117.2 
b) (x-2x —x-12).6 d) LES, Es) E ai 
—3x+6 (x] 4x 12) 
4,33) Resolva os sistemas: 
x—3 x-4 Xx-5S x-8., 1 
a) —— — > O — 
| xra 2 a x+3 x-3º2 
x-5 .x-8 MD a 
b £>——s e” 
) x+3 x—3 si x—1 e di 
434) Resolva os sislemas: 
z 4 +2 
xº—-9x+8 «<0 
: E 7x+12>0 ) dai 
EM RE 
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4.35) Determine o valor de p de medo que a equação 2x) — 2tp — 1)x + 5p = O não 
admita raizes reais. 


4.36) Determine o conjunto formado por todos os valores de k de mado que a 
expressão (k — dx? + (K- ljx — 1 seja negativa para qualquer valor de x 
(suponha k = 8). 

43% Determina o conjunto de todos os valores reais de x para os quais a 

pe -4dx 


resulta um número real. 
Vx -5x+6 


expressão 


4.6 — PROPRIEDADES 


Neste jjem lembraremos mais algumas propriedades dos números reais que 
serão úteis na análise de outros tipos de equações e inequações. 


&, [ESEbSERaro vabeer 


Esta é a propriedade transitiva da relação a > h. 


va bc deRk 


Esta propriedade nos diz que podemos somar membro a membro 
desigualdades de mesmo sentido, 


Exemplo 


Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar membro a membro 
desigualdades de mesmo sentido desde que todos os membros sejam positivos (ou 
alguns nulos). 


Exempla 
Se] 
= 4/5) > 3/2) 
sed 


Pr la=b=sat bi] vaber. 
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De modo geral. a implicação a =b > a” = p? é verdadeira para quaisquer a 
e b (mesmo negativos) No entanto, a implicação “a? = b' > a =b" só 6 valida para 
a e b positivos ou nulos (o que é ressaltado no exemplo a seguir), Por isso à 
equivalência a=besa”=p” é válida desde que a é b pertençam a R.. 


Exemplo 


A sentença (-3 = (3) é verdadeira, no entanto a sentença —3 = 3 é falsa. 
Portanto a sentença f=3]ê =" >-3=3é falsa. 


Pa [acbosa!=b') va be R 


Neste caso não é necessário que a e b sejam positivos tou nulos) 


De mado geral. a sentença “a = b > a" = b”” é verdadeira para quaisquer à 
e b desde que n seja impar Quando n é par e diferente de zero a sentença 50 6 
valida para a e Db pertencentes a R.. Assim lemos as propriedades Ps e Fin: 


a-=bo a =b' va bvelê 
a-=boa sb" va be E, 


Para a desigualdade, há propriedades análogas a P>. Ps, Pa e Pro, que são 
as propriedades Pje Py: 


Para n natural e impar temos: 
arbesa'>bvabel 


Psy 


ParaneN*enpar temos; 


Pi» E n 
a>vboa  rb' va bek, 


-Xemplos 
a) a>boagl>b', va, be ks. 
bazboat>bl va beR 


c) A sentença 3 > 2 é verdadeira e no entanto a sentença 3º > 2º & falsa. 
Dai a necessidade de se impor n=O (tn e Nº] na propriedade Ps. 


Exercícios Resolvidos 


4.38) Sendo a e b númeras reais positivos quaisquer, demonsire que: 
aja>b>a >|” qnely 


bja">b"=a>b (ne Nº) 


dazboa>bp” ne) 
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Solução: 


aaob 


b 
a) Temos que: nd n desigualdades. 


Pela propriedade Ps podemos multiplicar membro a membro essas 
desigualdades obtendo; 

am. a>b-b.b 

 — a Ss + 


n fatores n fatores 


isto é a" >b” 


h) Temos, por hipótese, a” > b". Suponhamos, provisoriamente, que a<b. 
Enlão: 


n desigualdades 


Porantoaszb=> a" sb” o que vai contra a hipótese ta” > b") Ponanto, 
supor a «<b nos leva a um absurdo e assim a € Db deve ser falsa. Coma 
consequência, a > b deve ser verdadeira. 


2) Depois de demonstradas as propriedades dos itens a e b temos 
imediatamente: 
arbea!>4", 


4.39) Mostre que 2 + 47 <v3 + 48. 


Solução: 

Os dois membros da desigualdade são positivos. Portanto: 
2 +47 « J3 + Vê E (42 + Ty <(83+ JP <=» 

o (pr AP <(day +22 46 + (457 

e 2424 47 <3452Ã18+6 0 g+2/14 «94218 & 
o Há « AB o 1a <18 


Como esta última sentença é obviamente verdadeira, também o é 3 primeira 
sentença. 


Exercicios Propostos 

4.40) Sendo a, be € números reais quaisquer, dê o valor "verdadeiro" ou false - 
aj arbesac> be 
barbe ae > bo tcom c + D) 
q arb>a?> tê 
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dy af>pê5a>b 

Jazb=af>p* 

f) azb>sa!> bp 

q) aº>b'=sa>b ta>0,b>01 
h a>boat> (a>0,b>0) 
) arboa>b 

D a'>h'>a>b 

Wazbea >b” 


4.41) Considere os números reais a, D, x, Y.z tais que 
a2hx>yen+y>z, 
Demanstre quea =>z-—x 


4.42) Dempnstre que R + J8 « 5 + air 


4.43] Sendo a e b números reais quaisquer, demonslre que: 

a) a'+bp'>2ab Db) at+b/+c?zab+ac+be 

E : ; á ) ; E Eai a+b 

4 44) Dados dois números reais a e b, sua mériia aritmética é definida por E q 

Supondo que a < b, prove que 

a< bata b 

Observe que demonstrar isso é equivalente a mostrar que a média 

arnimélica de dois números distintos está entre eles na reta, isto é, está no 

“meio”. 

a a+b b 
2 

4.45) 


Consideremos dois números reais a e b não-negativos. à média geométrica 
dea e b é o número m tal que m? = ab Portanto observamos que 
m=tvab. Para o caso particular em que DO <a <b, prove que 


a< dab <b 


Note que demansirar esse fato à equivalente a demonstrar que a média 
geométrica positiva de dois números reais distintos e não-negativos está 
“entre eles” na reta, Isto é, está “no meio”. 

—— + 


D a ab b 


Obs. Alguns autores definem a média geométrica apenas porm = Ja. 


4.46) Consideremos dois números reais a e b não-nulos. Sua média harmônica é 


+ Para o casco cm que: O<a<b, demonstre que: 


igual a 
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b 
CR - 
À] a 2ab B 
a+b 


4.47) Consideremos dois números reais positivos e distintos ae b. Sejam. 
ma = média aritmética de ae b 
me = média geométrica positiva de a e b 
my = média harmônica de ae b 


Prove que: Mmy<me <Ma 


4.7 — MÓDULO 


Definição 


Consideremos um número real x O módulo de x é um número 
representado par |x|) e obtida do seguinte mado: 


19 Se x é posilivo cu nulo, o seu máâdulo & ele mesmo. 


Exemplos 
aj O mádulo de +5 & iguala +5, isto é |+5]= +5 


bj) O módulo de 7, é iguala T.isto é |7]=? 
c) O módulo de0 éêigualaO, isto é, ]0/=0 


2º) Se x é negativo, o seu módulo é obtido trocando o seu sinal. 


Exemplos 


a) O módulo de —-5 é +5, isto é |--5] = +35 
bj) O móqulo de —7 E +T, isto é, |-=7] = +7 
c) |-B] = +ã 

q) +H8]=|-B|=+8 


Exemplos 


a) Fara x > O lemos |x| = x 
bj) Seja x=-3, Temos: 
|x] = [=3] = +3 = 3) = x) 
isto é |x|= —x 
c) De mado geral temos: parax < O, |x[=— 
d) Se x = Dtanto faz dizer que |x| = x como 


|x/=—x, pois +0=—0 
Da delinição decorre que |x| nunca é negativo, isto é, 
vx, |x|= 0 


A definição de múdulo pode ser dada de mado mais formal: 25 
4 


Sendo xe E femos: 
xz0€es |x|=x 
xcbel|x|]=-x 


O “médulo de xº pode ser chamado também de “valor absoluto de xº. 


Interpretação Geométrica 


Sabemos que o número real x está associado a um ponto da reta Podemos 
interpretar O móduio de x como sendo a distância do pônto que representa x aú 
pomio que representa o número O. 

Exemplas 


a) No esquema abaixo o número real 3 estã associado ao ponto À. O 
módulo de 3 é igual à distância entre À e O. 
O 3 A 


4101234 
|3]=3 
bj) No esquema abaixo, o número real —3 estã associado ao ponto B. O 


módulo de —3 é igual à distância entre Be O. 
BB 3 O 


=4-3-2-1 01234 
Algumas Propriedades 


Sendo x e y números reais quaisquer, temas: 


EM, [x)=[-x] Ma |xjº =xº 
Mo pos! = |x)-)y) Me |n]=06»x=0 
| 


= fj97=0) Ma 2 = |] 


+ 
y 


3 


As propriedades acima são todas imediatas; no entanto, a propriedade Me 
merece um comentário Suponhamos por exemplo x = 5. Temos: 


de = 5º = /25 -5=|5|=|x 
Suponhamos agora x = —h: 


dx = ts = /25-=5=|-s|-|x| 
Exercícios Resolvidos 


4.48) Calcule. 
a) |5— 2] p [Ha+ E] 
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4.49) 


450) 


bj) [2-4] q ls-5S+|2= 11 
ey -2-5| h) 4+3|2-9/-|[-5] 
o) |-2 +65] b» lg +]5-a]] 

e) |2+5] 


Solução: 


o |-2AA+|5j=2+45=7 

gl |3-5|+|2-+41]=|-2+|-)=2+90=11 

hj) 4+3|2-9|-|-5|=4+3|-F|-(5)=4+57]-5=4+21]1-5=20 
p lá +|5-3|=]|á+2ll=[4+2]=6 


Dê o valor verdadeira ou falso: 
a) |4-T|=|7-—4|] 

b) |4+ 5|=|4/+ 5] 

Cc) [(—3) + (—8)] = 1-3] + |--8] 

d) |t-3) + (8)] = |-3| + |8] 


Do 4 (5H = |4]-]5] 
q) x-3=0=>|x-—-9)=-x+3 
h) 2x+420>|2x+4]=2x+d 


p |V3-v7]=W7-43 


Solução: 

a) V Cv ev gq) W Mv 
b) W d) F nov hj) W 

Resolva as equações: 

a) |x/=4 b) Ix/=0 c) |x=-5 


Solução: 
a) Sabemos que |4|=4 e |--4]= 4. Portanto, os valores que satisfazem a 
equação |x|=45sã04e 4, isto é, 
jnj=40+x=40ux=— 


V=([do—&4 
b) O único número real que tem módulo igual a zero é o próprio zero. 
Portanto: 
pp=0ox=0 
VW = 0) 
€) O módulo de um número real não pode ser negativo e portanto a 
equação |x| = —5 não tem solução. 
V=8 
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Exercicios Propostos 


451) Calcule: 
a) qr-da 
bj [3-7] e) 
Cc) |-d + 6 f) 


dj lt-5) + 2— (8) 
RH — [5] 
á=-7|-|-12] 


4.52) Dê o valor “verdadeiro” ou “falso”: 
a) 3 = |-d 
b) pl=[-x) vxe KR 
c) Sex=Rey=S então|x+y]=|x]+Iy] 
d) Sex=-Sey=5 entãolx+v|=|x)+ |y] 
e) Sex=-Jey=-5 então |x+y]= (a) + [y 
f) Sex=+3ey=-S então |x + y)<|x] +|y] 
0] Sex=-Jey=5 então |x+y]= |x) + |y] 
h) dx— 7 <0=>|dx=-7|=7-—- dx 


$3 9). 9 43 


4.53) Resolva as equações: 


a) lxl=7 
b) pj =-7 
c) xj=0 


4.8 - EQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 
As equações envolvendo múádulo são resolvidas usando a definição de 
módulo é às proprigdades a seguir 


| Sejam x E y números reais quaisquer Sendo a um número real tal que ax0, 


| temos: 
M; |Ijzasx=a0ux=-a 
Ma |x)=|y|<x=youx=-y 
Ma |x=a cx = aí 
Mio Jxj = |y) > x = yº 


Para justificar Ms e Mig basta que lembremos da propriedade P; do item 4.6 
deste capitulo, isto é, 
azbema = pê, va = E, 
No caso da Ms, lembrando que px? =x e que az0 temos; 
ppj=asjxf=-a ox =? 


De modo semelhante podemos justificar Mio. 
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Exercícios Resolvidos 


a 54) 


4.55) 


4.56) 


4.57) 


Resolva a equação |x|= 7 


Solução: 

iºmodo 

jn=7Teox=7oux=-?0 V=f?,—?) 

2º modo 

Aplicando a propriedade Ma, temos: 
K=Tot=-Peoxt=agesx=aTo V=(7.-7) 


Resolva a equação |x— 2) = 8 


Solução: 

41º moda 
Kx-2]=685x-2=60oux-2=Box=Boux=-4.V=(8 —d4 
2º modo 
K-2-Botx-2-Cox-gxra = 38x] 4x 3220 


Resalvendo esta Última equação, obtemos x =-S e x'=B 
Assim: 4 = (8, —d) 
Podemos observar que q 2º modo em geral não será muito vantajoso 


Resolva a equação |x — 3) = |4x — 1] 


Solução: 
4º mado 


x-3]=|4x-1| o x-3=4x—-1Toux-3=-—[(dx—- 1] 
—oux-dx=3—-]oux-9=-4x+1<s 


copies a oia 
3 5 

-2 4] 

v=[55 


2º modo 


k-3=jix- fotx-3P=(ax-1Pox-Bx+9=16%-Bx+ 1 
o 15x -2x-8=0 


[o] 
NES 


Resolvendo esta última equação, oblemos x'= -— ex” = 
e] 


Resolva a equação x — SIx|- 28 = 0 


Solução: 


Notanda que $ = |x|2 podémaos escrever: |xfê - 3x) -28 = O. Fazendo a 
mucarça de variável |x) = y a equação fornecida lransforma-se em: 
— dy — 28 = 0. Resolvendo esta última equação obtemos. y = 7ey' =-4 
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Já que |x] = y, vem: 

para y= 7. |x/=7 e portanto x = 7 
para y=-4, |x! =-d impossivel) 

Portanto V = 47 7) 


4.58) Resolva a equação |3x +89])=1-=x 


Solução: 
Para que a equação tenha solução devemas ter 1 —- x 2 O isto é xs 1. 
Supondo esla condição válida temos: 
lix+9|=1-xes XX +8=1-x0oul3x+G=-] +xes 
x=-20U4Kx=-—S5 
Tanto -2 coma -& salisfazem a condição x £ 1 E portanto temos: 
V=(—2 —B 


4,59) Resolva a equação [2x — 1]=5x+3 


Solução: 
Devemos ter 5x + 320, isto é, x2-5. Supondo esta condição válida, 
lemos 
Px-1|=5x+3052x—-1=5x+30U2x—1=-5x-36 
= nx= aa: Ou x= -£ 
2 EA 
2 K À ss : 

O valor x= E salisfaz a condição x a porém x= -7 não satisfaz e 


portanto não é solução da equação. O conjunto-solução é então: 
2] 
B=(-- 
15] 
480) Resolvaa equação |x— 1] +|x+ 6 =13 


Solução: 


Façamos em primeiro lugar os esludos dos sinais dex = 1 ex + 6 


Aizx-— 1 B=zx+6 
x-1=05x=1 x+8=005x=-6 
1 —É 
- + — + 


“para xc<itemosx-i<s0e portanto |x —1| =-x+1 
para x 21 temos x-120eporianto |x —1] =wx-1 
para xs -& temos x+68<0 eportanto |x+6|=-x-6 


para x>-6 temos x+6>0e portanto |x+6]=x+6 
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4.51) 


Temos então três casos a considerar: 


; y |x-1==x+1 
1 xs-d>: 


|x+6]=-x-6 
Portanto aequação |x— 1) + |x+ 6|= 13 transforma-se em 
x +]-x—6=13 
—gx =18 
Zx=-—9 


O valor x = -9 salisfaz a condição x £ -&, porianto é solução 


lx E 1 =x +1 
| |x+6|=x+6 
Para este caso a equação transforma-se em: 


-—y+1+x+6=18 
7 = 13 (absurdo) 


Portanto, não há solução no intervalo [-6: 1] 


2º) Gexs1i= 


= Ix-1==—1 
SJ xzim: 
||x+8|=x+8 


Temos então: 


n=-1+x+B= 1 
2x = 8 
x=4 


O valor x = 4 satisfaz a condição x > 1 e portanto é solução 
Assim, obtemos: V =(—9; 4) 

Resolva a equação djx|- 3 = 5 

Solução: 


dx-IJ=S5o4|x=5+354/|x=Bo=s|x|-20 
—>x=20ux=-2 
V=(2:-2 
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Exercicios Propostos 


4 62) Resolva as equações: 
sm 


) ade a 


a) |x-—- 8|=9 

bj ==? 9) É — 4x] = |x — 8] 

c) 3jáx-9])-1=0 h) |3x= 5): (dx = 1)=0 

o) ajx-3|= 13 ) |[3-|2x—1]|=6 
pfx-1/+3=0 


e) |5-x|=]Jdx+ 12] 


463) Resolva às equações: ; 
a) 3x - 10 |x-8=0 bj) (x-3P+|x-3]-12=0 


464) Resolva as equações: 
a) |3x-1]=6x+2 c) pb? -6x|=2x- 12 
bj) |5x+ 6|=3x— 1 
4.65) Resolva as equações: 
a) |2x-B)+|3x+ 4] =11 x-1]-|2x+6]+2|x—4|=13 
b) x+ajrix+7=3 


6) 


4.66) Resolva o sistema 
f|3x + dl = By 
lzx-1=» 

4.9 — INEQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 
As inequações envolvendo módulo podem ser resolvidas com o auxilio das 


propriedades a seguir: 
Dado aeR, temos: 


Igj<ao-a<x<a 


Exemplo 


Consideremos a inequação x] < 2 
Os valores que salisfazemr essa inequação estão entre —Z e 2: 


jR<]Io-Zex<? 
2 3 (x) 


-3 2-1 0 1 


Assim o conjunto-verdade de |x| < 2 é: 
V=jxeBR|[-Z<x<2)=]-2. 2 


Dado ae E, temos: 


jpaox>acux<-a 
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Exemplo 


Seja a inequação |x| > 2. Temos: 


jnj>205x>20ux<=? 


43-21 0123 4 


Fortanto o conjunto-verdade desta inequação é: 


V=ixeB|zx22wx<-2)=]J=o -2[UlJZal 


Exercícios Resolvidos 


487) Resolva as inequações 


a) IX > 3 db gs3 9) |x1>0 D pj<o 
b) |x|23 e) pj >-3 hj [xy <0 k) dx? 54 
e) Ixj<a 9 Ix<-3 j |k|20 

Solução: 

a) |]>3=x>3J0ux<-3 


D) 


c) 


d 


- 


-5-4-3-2-410 123 4 5 
Velxem|x>3vx<—ã) 


jxzãex230uxz-3 


43-21 0 1234 
V=(xeRk|x230ux<-3) 


js3I=-I<x<3 


EE 
V=ixek|-3<ex<3]=]-3, 


jjZzI5-JE£KXE£3 


-4-3-2-4012 394 
V=lxem]-32x<s3)=[-3,3] 
Ix] > —3 
Como |x| > Q, |x| > —3 será sempre verdadeira. 
Fonanto: V=R 
Ixls—3 
Coro |x| > 0, |x| <—3 será sempre verdadeira e assim. V =, 
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4 68) 
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9) Sabemos que |x| x O. Porlanto a inequação |x| > O será satisfeita para 
qualquer x + D 


V=iR 
h) |x] < O não é satisfeita para nenhum número real V = (2. 
ij Sabemos que |x] 20, vxek Assim V=R. 
ID a |x| não pode ser negativo, o único número rea! que satisfaz |x| s O 
v = (0) 
rs 


k) vx? =|x) e assim temos: 


x sã |>40x>4d oux<-4 
V=fxeR|x>duwxo-s) 


Resolva as inequações: 

a) x+3]<5 o) vix-12 >6 

b) 3lx-3]-2>0 

Solução: 

ab x+3] sô -5sgu+rIsg+thie-BexE? 
V=xeR|-Bexs2)=[-B 2] 

bi 3px-IM]-2>0sa|x-3]>205|x-3/> = - 

3 

=x-3> É oux-3e É oO x> a nu x < o 


Vejxerix>Touxed) 
E 3 


Resolva a inequação * — 5|x/+6>0 


Solução: 
1º modo 
Fazendo a mudança de variável |x| = y, temos: x? = x]? = yº. Lembrando que 
|x]20.istoé,y> 0, temos: 
fada 
W-5|x+6>0€5 e 
|y 20 
Vamos primeiramente resolver y - y+6>0 
y.5y+6=0y=20uy=3 


Portanto: y —-5y+6>D5y<Z0uy>3 
Porém, como devemos ter y > 0, os valores de y que nos servem são os que 
satisfazem: 

Osy<Zouy>a 


E] 2 3 
E 
Ia 
Portanto: É — 5|x/+68>0 > au 
lixj>3 
fos|i<2e|x<20-2<x<2 (84) 
ERR 
lj>35x>30ux<-3 (S,) 
—3 —8 2 3 a 
4 p—— 4 
Sa —eeeeeeeef” qe 
SU So ———— et | O e À Greer 


S=(xeE|x<-B0u-2<x<2Z0oux>3) 
2º modo 


Consideremos dois casos: x>0 oUx<0 

1)x20 
Neste caso |x| = x e a inegquação pode ser escrita: 
x —-5x+5>0 
*-Sx+B20ex<2Z204ux>3 


. — + 
Seja W=(xeR|xz0) 
=ixeR|x<2oux> 3 


Assim, um primeiro conjunto de valores que servem é: 
A=zWMimnVo=[xem|Dzxs]oux> a) 


Px =<0 
Neste caso temos |x) = -x e a inequação pode ser escrita; 


x +5x+6>0 
X+5x+rB6>0=>x<-Goum>-—y 
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[Mi =(xaix|xs 0) 
WM=txekR|x<-3o0uxx-2) 

Um outro conjunto de valores que nos servem é: 
B=VanVa=ztxemR|x<-3ou-2<x<0 


Sejam: 


O conjunto-solução da inequação proposta será 5 = Au B. 
—3 -2 0 2 a 


S=ixemZ|x<-3Jou-2<x<20ux>3) 


4.70) Resolva a inequação |2x— 62 x— 4. 
Solução: 


Façamos duas hipóteses: 
1%)2x- 6 z0 
2x-62052x26800x23 


Ponanto, para 2x- 68>0, isto é, para x 2 3 temos: 
jix-B]=2x—6 
e a inequação iransforma-se em: 
2x-E>z—d 
PxcxsB-d 
x>2 


Porém, como estarmos trabalhando com x > 3, temas que um primeiro 
conjunto de valores que salisfazem a inequação proposta é: 
A=txeix|x>3) 


2")2x-6<0 
2x- E<loxc6osx<3 
Portanto, para 2x- E <Q, isto é para x < 3, teremos: 
|2x-6B|=-2x+ 6 
Assim, à inequação proposta transforma-se em 
-2x +6>x=d 


10 
-2x+6>x—- d45>—3Ix>—- 1Dox=< E 


Lembrando que estamos trabalhando com x < 3, temos que um outro 
conjunto de valores que satisfazem a inequação é: 
B=ixz=BE|x=<3) 
10 
| 3 


ássim, O conjunto-solução da inequação proposta é. S= Av B== 


q 


471) Resolva a inequação. [3x — 12] + |5— x|« 12 


Solução: 
Façamos em primeira lugar à estudo dos sinais de |3x — 12] e |5 — x). 


W-i2=045x=4 
A-x=0x=5 


Temes então três regiões a considerar: 


tixa4 
Para estes valores de x temos |Jx— 12] =—Ix + 12e |5-x]= 5 -x. 
Assim a inequação proposta transforma-se em: 


“+ 12+5-xe 1205 deseo O 


Como estamos trabalhando com x < 4, um primeiro conjunto de valores 
que satisfazem é: 
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a-lxezix> Sine a|x<4) 


Ac(reRIS<xs4) 


3 
4 4 á 
p 
pjdzxr5 
3x- 12]=3x—-12e]5-x]=5-x 
Ix- 12 +5-x< 12 
ex < 189 
19 
xa — 
2 
B=lxeR|44x<5) 
192 
4 5 2 
s]x>5 
|ãx — 12] = 3x — 12 
IS -x|=-5+x 
dx—-12—-5S+x 012 
dx < 28 
29 
Xe— 
CojrenisexaD) 
29 
5 4 N 


mp 


S=AUBUC 
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100 28] 
S=ixer|—-<xa—s 
4 4] 


Exercícios Propostos 


d.72) Resolva as inequações: 


a) |x/> 6 ej |x]>-& 
bj Ix|z 6 Dn I|xz-6 
c) x|<= 6 q) k|<-6 
d) Ix|s 6 hn) bls-6 
47% Resolva as inequações: 
a) |3x-5|>2 9) |3x-5|<-3 
D) |3x-5| 22 h) [3x=5|<-3 
c) |ix— B|<2 ij |3x-5]>0 
d) |3x— 5] 52 ip |3x-5[20 
e) |3x-5|>-3 kj (3x-5]<0 
f) |3x—-B]z-a | |3x-5]<0 


4.74) Resolva as inequações: 
a) dix-22 »7 
b) 5j3x+8]-8<1 
c) |2x-6|-3<0 
d) | — 3x] < 10 


4 75] Resolva as inequações: 
a) xX-2|x-24<0 
b) ê-2x-3]s3x-3 
c) llx- 3] +]2x-5|26 


4.76) Resolva as inequações: 
a) bP—46)-|x —6]>0 
Db) (x —- 18): |3x-6]20 


x -5x-6 
EE 
4 
x] +3x-10 
cy CE 
|x-4 


4.10 - PROPRIEDADES DO MÓDULO 


Além das propriedades já apresentadas, há mais algumas importanles que 
serão apresentadas a seguir. 


Sendo x um número real qualquer 
ias —|x] £xs |x 
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Exemplos 


a) Sejax=+3 Teremos -|3 <3<|3.istoé,-3=3<3 que é obviamente 
verdadeira. 

b) Seja x =-3 Teremos: +4-M<-3<-3|, isto -3 2-3 €3 queé 
verdadeira 

c) Seja x = 0 Teremos -|D| <0O<lO, istoe,0<0<o0, que é também 


verdadeira 
Sendo x e y números reais quaisque! 
Mia 
[x + y] s|27+|y] 


Esla é a chamada desigualdade triangular e a razão do nome é entendida 
quando se faz o estudo dos números complexos (ver volume 7 desta coleção). 


Exemplos 


a) Sex ey são ambos negativos ou ambos positivos, vale 
Jx + w] = [x] + |yl 
Assim, por exemplo, temas: 
Ja + =|+ [7 
U=4) + (=7)] = |-4[ + [7] 
b) Sex=0ouy= 0, teremos tarmbem |x + y| = |x] + |y]. Assim, por exemplo. 
|? + O] = [7] + 101 
JK=?) + 0] = |=7] + 10] 
€) Se xe ysão diferentes de zero e de sinais contrários, teremos: 
x + yb< [x] + |y] 
Assim, por exemplo, temos: 
5) + (=2)] < 15] + 1-2] 
=) + 3] < |-7] + 3] 


Sendo x & y números reais quaisquer, temos: 
[x + y] =| —]y 
be ylz | =|yl 


Mis 


Exercicios Resolvidos 
4.77) Demonstre que & verdadeira a desigualdade triangular. 


Solução! 


Hã varios processos de fazer essa demonsiração. Um deles poderia ser 
verificar que a desigualdade é verdadeira para cada um dos seguintes 
Casos, 

x2zbey20 

xs0eyx0 
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x2z0ev<ô 
zxzDev>0 
Porém este processo é muito demorado e assim apresentaremos, a seguir, 
à processos mais rápidos. 
4º processo 
Podemos fazer 2 hipóteses a respeito de x + y: 
x+y200ux+v<0 
1º caso: 
Zxey 20 
x+y20 =—|x+y=x+y | 
x=|xMey=|y=x+ys|x)+|y|) 
> |x+y| <|x|+ Y| 
2º caso x+ty<0 
x+y<0-x-y>0 —TEtC, px yjs [=x] + [7] 
Coma: 
[a = een 


xd = | 
ty) = |yl 
Vem: 


be + vp [x] + |y] 
2º processo 


-|xj<x=< [x] 
- Somando membro a membro, obtemos: 
-Iy<y sy) 


=l=lyisx+ys | + y 
ou x + ylb sx + y<]x +Iypo Ch) 
Observando que |x| + |y| > O, vemos que a desigualdade (1) é do tipo: 
-mskz:m (commaz0 
e de acordo com a propriedade MM, temos: 
-mekemes kem 

Assim, concluimos que a desigualdade (|) é equivalente a: 

x + y] 5 [x] + ]y] 
3" processo 
De acordo com Mis, temos 

xy [xy 

Porém |xy| = |x| |y| e assim temos Es [x] - 
xy 5 fx] eia aee [x] Da wé + yº Re + + 2x] Iy| <> 


Do 2xy 5 [all + IyjÉ + 2 pllyi es Ge + y)7 = (x) + IyÊ > 


«+ [e + yjÓ x (|x] + jy|y 
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Neste ponto devemos nos lembrar que, de acordo com a propriedade Ps do 
tem 4.6, temos: 


ms:mfomen iporamegQDenago). 
Como lx+y=0e pj+]y 20, aplicando P4 vem: 


|x + yÊs (x + yo per yis pa] + dy] 
478) Demonste que, |x— y) < |x — z| + |z — y|. quaisquer que sejam os números 
IEEISK VEZ 
Solução: 


wy= pente oyo eoyj=le-zyete vi] 
lx- 2) +(z-y]s|x-2]+|z-y] | 
ope-yispe-z+|z—y| 


Exercicios Propostos 


4 79) Sendo x e y números reais quaisquer, demonstre que: 
a txoy <p +Iy 
bj x-yl>I|x-y 
o rey xy) 


480) Sendo x, y e z reais quaisquer, demonstre que 
kty+z]s x] + ly +]. 


481) Sendo x, y, a, b e k números reais quaisquer, demonstre que: 
R-ac<kely-bl<k=o!x+y)-(a-b)<2k 
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Exercicios Suplementares 


11.1) 


11.2) 


11.3) 


11.4) 
11.5) 


1.6) 


1.7) 


11.83 


1.8) 


Determine os valores do parâmetro a, tais que o sislema 
[2x -y=a 
|x—-4y=a-13 
admita soluções (x: v), de modo que x “Dev > 0. 
Sejam os conjuntos: 
A=ixeR|X-2x-15<0) 
B=MeFIxX-2<0) 


1 
M=xeB|-2% — 4a) 


Determine: 

a) C& 

bi [4 mB)-—M] 
e fire 


Resolva a equação Jax) gxe4 2x? -7x+1=1. 
Resalva a equação J2x+3 = J5x+B- V3x+5. 
Resolva a inequação |2x + 4[> |x — 1]. 


Resolva o sistema: 


Aojenho À o 
xy Ez 

be] “ 

EE 
Ly E 
Dai =D 
x y E 


Fatore a expressão $ = 17x" +16. 


Resolva a inequação *- 17x) +18<0. 


w0 17x] 416 


Reso'va a inequação —————— — 80. 
di 14%? 
1.10) Sendo x e x" as raízes da equação 3x) + Bx— 2 =0, calcule o valor de 
1 1 
x A 
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Capítulo à —- Relações 
Capítulo 6 - Função real de variável real 


14. 


Capitul 


o 


ia 4 H 


Relações 


5.1 —- COORDENADAS NO PLANO 
Eixo 


Eixo é uma reta orientada sobre a qual se fixou uma escala. 


2 n 
-2 =] 0 14 2 34 4 
(6) U A 


arigem : i 


| segmento de medida 1 


Para se obter um eixo, marcamos sobre uma reta dois pontos, O e U, de tal 
“ma que o segmento OU tenha medida igual a 1. 
A reta recebe, então, uma orientação: convencionamos que o sentido de O 


para U é o sentido positivo; o outro sentido é o negativo 
Com a origem O e o segmento unitário OU fica estabelecida uma escala 


sobre a reta. 


Sistema de Abscissas 


Estabelecemos sobre um eixo um sistema de abscissas associando ao 
ponto O o número zero e ao ponto U o número 1: então, a cada ponto P do eixo 
corresponde um único número real xp e, inversamente, a cada número real xp 


corresponde um único ponto P sobre o eixo. 
O número real xp associado a P denomina-se abscissa de P; para 


indicarmos que o ponto P tem abscissa xp, escrevemos: 


Px) 
Na figura acima, temos: O(0), U(1), A( 2), B(-1). 
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Sistema Cartesiano Ortogonal 


Consideremos dois eixos perpendiculares Ox e Oy, para os quais a 
interseção O seja a origem, e que tenham a mesma unidade de medida, 

& um ponto qualquer P, do plano dos dois eixos; associamos dos números 
reais pelo processo seguinte: 

Passamos por P retas perpendiculares aos eixos: uma delas encontra O eixo 
Ox no ponto de abscissa xp, é a outra encontra o eixo Oy no ponto de absgissa vp. 
Obtemos, assim, um par ordenado de números reais, (xe; vp), associado ao ponto 
P. Os números xp e yp denominam-se coordenadas de P, xp é q abscissa de Pe 
vp é a ordenada de P 

O sistema de coordenadas estabelecido por esse processo chama-se 
sistema cartesiano ortogonal. 

Para indicarmos que o ponto P tem coordenadas (xp; yp) escrevemos: 

Plxe; yr) 

à figura abaixo mostra alguns pontos do plano cartesiano, cada qual com 

suas coordenadas indicadas. Observe que às pontos pertencentes ao eixo Ox 


possuem ordenada y = O, enquanto que os pontos pertencentes au eixo Oy 
possuem abscissa x = 0, Na figura temos: 


Y 
A frcenseerennea D) 
3+C 
Sid | 
e Era 
LE 4 Lis 
-4-3-240] 1234 =x 
1 pHr---á : 
LES! M 
—4. 
A (41) G (4, —2) 
Bi(-2;2) HD; 1) 
CD; 3 142, —1) 
D (34) J(4:0) 
E (-3: 0) L(—1:-—3) 
F (2,1) M (41 —2) 
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Quadrantes 

Os dois eixos do stslema cartesiano dividem o plano em quatro regiões, 
chamadas quadrantes, numeradas conforme se vê na figura abaixo, Convenciana- 
se que os pontos situados sobre os eixos não pertencem a nenhum das 
quadrantes. É fácil ver que cada quadrante está relacionado com os sinais das 
coordenadas dos pontos. Por exemplo, se um ponto estã no primeiro quadrante, 
suas coordenadas são ambas posilivas, um ponto siluado no quarto quadrante 
apresenta absuissa positiva e ordenada negativa. 


y 


5.2- PAR ORDENADO 


O Conceito de Par Ordenado 


Admiiremos a noção de par ordenado como conceito primitivo 
Dados os objetos a e b podemos, com eles, formar um novo objeto, indicado 
por: 
(a; b) 
que se denomina par ordenado. 
Diremos que no par ordenado (a; b), a é o primeiro elemento, ou primeira 
coordenada. ou primeira projeção, b é o segundo elemento, ou segunda 


coordenada, ou segunda projeção. 
Observe que no conceito de par ordenado a ordem é essencial; assim o par 


(1; 3) é disunto do par (3, 1). No par (1:3), 1 & 0 primeiro elemento e 3 é o segundo 
efemento, e no par (3; 1), 3é o primeiro elemento e 1 é o segundo elemento. O 
elemento & considerado com a sua grdem; modificando-se esta, estaremos 


modricando o par. 


Igualdade de Pares Ordenados 


Diremos que ós pares ordenados (a; bj) e (c; d) são iguais se & somente se 
são iguais os primeiros elementos dos pares e também são iguais 05 segundos 


elementos dos pares, isto &: 


I fab=(cd)-a=ceb=d 


Exemplos 


a) (1.2)4=(1,2) 
b) (x y=(-52)>[x=-Sey=2] 
c) Sea=b então (a, b)= (Db, a) 
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d) Se azb então (a; b) = (b; a); observe que os conjuntos fa; bl e (b, a) 
são iguáis, pois nos conjuntos a ordem dos elementos é irrelevante 

e) A um ponto P de um plano, scbre o qual fixamos um sislema cartesiano 
ortogonal, associamos um par ordenado de números reais (xp, vp) cujos 
elementos são as coordenadas do ponto P Abre-se, então, a 
possibilidade de representarmos graficamente um par ordenado (xp; vp); 
essa representação & o ponto P do plano cuja abscissa é xp e cuja 
ordenada é ye. 


Exercicios Resolvidos 


5.1) Determine os números reais x e y, sabendo-se que: 
a) lx+y 2)=|d4,/x—y) 
b) (2x. y— 2x) = (3y; 3) 


Solução: 
a) Da definição de igualdade entre pares ordenados temos; 
fx+y=4 
|x-y=2 
Para resolvermos à sistema acima somamos e sublraimos, membro a 
membro, as duas equações, obtendo-se x = Je y= 1, 
bj Da definição de igualdade entre pares ordenados lemos: 
Í 2x =3y 
ly-2x=3 


Somando membro a membro as duas equações do sistema obtemos: 


v=3y+3edaiiy= = por substituição obtemos: x = q" 


52) Osnúmeros a b ced são inteiros. Para bd x O definem-se as operações de 
adição + e de multiplicação :, entre pares ordenados, da seguinte forma: 


ta; bj+(c; d)= (ad + bc, bd) 
ta; b)- (cd) = (ac; bd) 

a) Determine (2.3) +(5, 4) e (2/3) 45: 4) 
bj Determine o intervalo x sabendo-se que: (x + 2, 2)+(03, 2)=(x, 2): (1:2) 
Solução: 
as (23) +(D dj=(2:/4+3-5 3: d)= (23/12) 

(2.3): (5,4)=(2:5/3:4)=(10;12) 
b) (x+2)2)+(3;2)=(x 2):(1,2) (2x +d +65 4)= 4 4) 

> tox+ dk di=(x d) co x= 2x +10 x=—10 


53) Podemos definir rigorosamente par ordenado como segue: 
(a:b) = [jal:(ab)) 


Use essa definição e prove que: se (ab) = (e djentão azceb=d. 
14% 


Solução: 

Por hipótese: ia; bj = (c; dj, isto e (lab (a; bj = ([c), je: dj). 

Sea=b oparia b)= falte então (c, d) = fc) (co; dk = (fa): da igualdade 
dos conjuntos, que então devem ser constituídos pelos mesmos elementos, 
tem-se a=b=c=d Seazb (a bje (ce, d) possuem, respectivamente, 


como elementos às conjuntos (aj e (C), que devem ser iguais: (a) = (c), e 
= c Também ia; b) e (€, dj possuem, respectivamente, Como 


então a 
elementos os comuntos (fa. bj e fc; d), que devem ser iguais: fa: bk = [c; dj 
daib=ditenãob=c posa=cevirab=a, contra a hipótese) Então, 


a=zceb=d 


Exercicios Propostos 


Delemine às números reais x e y sabendo-se que: 


5.4) 
XY a dx —1. N . 
dx=ev-+rÃt=tD7 b dx = 2; 3+ 

a) [ax p$+d) 16; 7) ( 4 ii (y + by) 
5.5) Os números a bc e d são reais. Para os pares ordenados q = (a; bj e 

p = (c; o) definem-se as operações. 

arp=(a+cb+o) 

w-b=(ac-bd, ad + bc) 

x ce = (xa; xb), paralodo x, xe E 

a) Determine (3. 1) +(-3:—i)e ta, b)- (1,0) 

b) Determine à par ordenado a sabendo-se que 3º «+ (1 2)=w:[1:0) 
5.8)  Ulilizando a definição do exercicio 5.3 verifique que se (a; bj = (b; a) então 


a=b. 


5.3 - PRODUTO CARTESIANO 
Consideremos os conjuntos: A=(1,2:39)e B= (3,5) 
Todos os pares ordenados (x; v) onde o primeiro elemento, x, é obtido no 
conjunto À e o segundo elemento, y, é obtido no conjunto E, são: 
(1.3), (1,5), (273), (2,5), (3:3)e (3,5) 


Podemos, então, formar um novo conjunto, cujos elementos são todos os 
pares ordenados (x, y) obtidos acima, esse conjunto denomina-se produto 
cartesiano de A por B e será indicado com Ax B, assim; 


AxB=((1,3)(1,5), (2/3) (2/5) (3/3) (3,5) 
O simbolo Ax BE deve ser lido: "A cartesiano B'. 


Definição 
Chama-se produto cartesiano de um conjunto não-vazio À por um conjunto 
não-vazio B, ao conjunto de todos eos pares ordenados (x; y) com primeiro 


elemento x em À e segundo elemento y em B, poranto; 
| AxB=((xy)|xeÃeveB) 
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SeA=(dou E=€ completa-se a definição com 4x B =. 


Exemplos 


a) 


b) 


c) 


SeA=(2 4e B=(3,5: 7) 05 elementos do produto canesiano de A por 
B, AxB, podem ser obtidos de uma forma sistemática, conforme q 
esquema abaixo, denominado “diagrama de árvore”; 


x 3 —— 2:33 343) 

di di 
pi a 5 —p( 05) a 5 —(d:5) 
7 —t2t) 7 ——=mfa( 47) 


Entao: 

AxB (2, 3), (2.5) (2, 7) (4; 3), (4,5), (4, 7) 

No esquema acima, observe que cada elemento de À gerou três pares 
ordenados; como A possui 2 elementos, o número de pares ordenados 
construidos & 2 -3=8B. 

Ds um mado geral, se o conjunto À possui m elementos e o conjunto B 
possui n elementos, o conjunto 4x B possui m - n elementos, isto é: 


| n(AxB) = n(AJ-n(B) | 


Seja A=(a bje formemos AzA: 
aaa) a ———+(b,a) 
ci E cd 
a ção b 
b ——ma:b) b-———"bib) 
Então, AxA=ifa; a), (a; b) [b: a). (b; b)) 
Indica-se! A xA = A 
O subconjunto de Ax A, constituido pelos pares ordenados que iêm as 
duas coordenadas iguais, denomina-se diagonal de Ax A, indica-se com 
da. No exemplo acima: 4a = (la; ay (b; b)l 
Consideremos A=(1,2/3)e B=(0/1). 
Então: 
AxB=((1,0) (1; 1), (2; 0). (2,1). (3,0), (37 1) 
BA = (0/1), (0: 2) (0/3), (ut (172), (1,3) 
Este exemplo mostra que, em geral, AxB = BxA. 


DitlIprg=0xa()=BnD=a 


Representação Gráfica do Produto Cartesiano 


Se no plano fixarmos um sistema cartesiano ortogonal, sabemos que a todo 
par (x, y) de números reais corresponde o ponto Pfx, vi). 


Sejam, então, À e B subconjuntos de R. Os elementos de A» B são pares 
ordenados de números reais e, a cada um deles, no plano, associa-se, então, um 


ponto. O conjunto de todos esses ponlos representa graficamente Ax RB; esse 
conjunto de pontos é o gráfico de Ax B. 
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Exemplos 


a) Se A =[(1,3)e6B=([1;2;3)0 gráfico de AxB é a tolalidade dos pontos 
(x, y). com abscissa x em À e ordenada y em B: 


bj) Sejam os intervalos A=[2;4]e B=]-2:2) 
O gráfico do conjunto As B é o retângulo da figura excluídos os pontos 
do lado inferior. Note que o produto cartesiano de A por B é conslituido 
por infinitos pares; o lado do retângulo que não está incluído no gráfico é 
indicado com uma linha interrompida: 


Exercícios Resolvidos 


57) SeA=(-1,0:1)eB=(-2;-1), determine: 


a) AxB d) A? 
dj) BxA e) da 
c) (AxB)n (BxA) 
Solução: 
a) Para a construção de Ax B ulilizamo-nos do “diagrama de árvore” 
= "2 ——H1:-2) -2 ——+0;-2) 
4 E ci 
2 O) 1 0:-1) 
E. =11:-2) 
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Então: 
AxB = (fl =2), (1,1) (0,2), (0:19), (1, =2), (1,—1)) 


bj) Analogamente, ulilizamo-nos do “diagrama de árvore”: 
N = (-2:-1) x 1 == (1-1) 
2)» 0—— (20) 4 So -(1:0) 
1 =(-2,1) ee =(1,1) 


Então Bx A = ((-2:-1), (-2, 0), 6-2; 1), (14,8. 4-1, 0), 6-1: 1) 
Cc) Os pares ordenados comuns aos produtos Ax B BxA são os elementos 
do conjunto (À x B) (8x A): então: 
(A x Bjo (BxA)= (1, —13) 
d) O conjunto A? = Ax A oblêm-se com o “diagrama de ârvore”: 


= (+41) » 1— (01) 
4 É (-1:0) não 0 — (0:09) 
1—=—— (1,1) 1 (0,1 


o PES 


Então: AÉ= (1-1; =1), (170), (17 1), (D; =15, (05 0), (071, (17>1). (iu 
Et 1) 

e) Com a notação Aa indicamos a diagonal de A x A, As É o subconjunto de 
as cujos elementos são pares ordenados, onde as duas coordenadas 
são iguais, então: 

Aa = (1,1), (0, 0), 01,15 


5.8) Se um conjunto À possuí 3 elementos e um conjunto B possui 6 elementos, 
dê o número de siemendos de cada um dos conjuntos: 


a) Bº d) Bz A 
b) a? e) As 

c) AxB ) BÍ-as 
Solução: 


a) n(8?) = n(B).n(B) = 5-6 = 36 
bj n(A2) = n(AJ-n(A) = 3:3=9 
c) n(AxB) = n(A)-n(B) = 3.6 = 18 
d) n(BxA) = n(B).n(A) = 63 = 18 


e) 4p é a diagonal de B*. se em E hã 6 elementos, é possivel construirmos 
6 pares nos quais as duas coordenadas são iguais, então: nhão) =6 


NH 
| 
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f) Bº possui 35 elementos e Ag possui & elementos, o conjunto Bº ap é 
constituido pelos pares ordenados de B? que não pertencem à diagonal 


às. Então: n(8?) -48=36-6=30. 


5.9) O conunto Aº possui S elementos Se (pq e A (rq)e A/ep qersão 
distintos dois a dois, determine: 


a) n(A) b) À o) A” 
Solução: 
a) n(A?) = n(A)-n(A) = [n(A)f; então nfa?j=8e ntA)j=3 


b) Se(p q) cAxzAentãopeÃegea 
Seír.q) ceAxÃentãoreA 
Dai, como À possui 3 elementos: A =p. q; rf) 
c) Para a obtenção de A? utilizamos o "diagrama de árvore”; 


x Pp ——+(pip) xp ——+ tap) 
p— q —— (p.g) Egg = (qa) 
r——* ipi) si 


p—+ (rip) 


a Ed) 


r — (tir) 
Então: A = f(p; p). (p; 9). (pi. (q; pd. (o; a) Carr (ri pd. tr qd (50) 


8.10) Dê o gráfico dos seguintes produtos: 
a) (-1:0,1) x (-2:-1) 
b) ]-3 2) =1-2;1] 
c) 2 xRe 


Solução: 


a) Sobra o eixo das abscissas representamos 9 conjunto (1, 0 1) 
marcando os pontos de abscissas -1; De 1, por esses pontos traçamos 
retas paralelas ao eixo das ordenadas. Sobre o eixo das ordenadas, 
representamos o conjunto (-2; —1), marcando sobre ele os pontos de 
abscissas -2 e —1; por esses pontos lraçamos retas paralelas ao eixo 
das abscissas. Estas duas paralelas encontram aquelas três anteriores 
em & pontos, que constituem o gráfico do produto (=1, 0; 1)x 4-2; —1) 
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D) 


c) 


Sobre o eixo das abscissas marcamos os pontos de abscissas Se Ze 
por eles traçamos retas paralelas ao eixo das ordenadas Sobre 0 eixó 
das ordenadas marcamos os pontos -2 e + e por eles traçamos retas 
paralalas ag eixo das abscissas. O subconjunto do plane limitado pelas 
quatro relas é o gráfico do produto ]-3; 2] »] -2; 1), sendo que hã dois 
lados do retângulo cujos pontos não estão incluidos no gráfico 


O gráfico do produto cartesiano ix. x *. é constituido por todos 05 pontos 


de coordenadas (x. y) para os quais x < de y 2 0/0 conjunto desses 
pontos é a união do || quadrante com os semi-eixos, como parciaimente 
mostra a figura. 


+ 
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Exercicios Propostos 


5.11) 


5 12) 


513) 


5.14) 


5.15) 


5 16) 


Se U=[1,2 34.5, A=([34:5]e B=(1; 2; 3) determine os seguintes 
conuntos 

aj) Ax A e) 4º À Bº 

bj) & >» B ) (A x Bju B= A) 

c) Bx B 99 (Ux Aja (Ux B) 

dq B= A 


Para os conjuntos A= (fa, b). B=42,3)e G=(3;4) verifique se: 
a AriBuC)=iÃx=B)juviAxõC) 


db) A x (BnC)=(ã=B)miAxC) 


Se À é um conjunto com n elementos e B é um conjunto com m elementos, 
dê o número de elementos de cada um dos conjuntos abaixo, 


a) AxA b) Bº cjaAxB &) da e) BÊ-Aa 


Para os conjuntos A e B temse n(A)j= 3 e n(B)= 2. Sabe-se que 
AnB = (2) (34)e AxBeAavB=[12/34) DetermineÃeB. 


SeAx B=Bx a oquese pode concluir para os conjuntos Ae B? 
Desenhe à gráfico de cada um dos produtos abaixo: 

E DR e O O 

b) 3 +0[ x|-20,-[ 

C) Ra Rm 


4 (1) x 0,6) 


5.4 - RELAÇÕES 


Uma 


Escolha 
Sentenças do tipo 


“João é marido de Maria.” 
"B é maior que 7." 
“Marcela é irmã ce Luciana." 


são comuns em nossa conversação do dia-a-dia, 


Cada uma dessas sentenças tou frases) envolve o que intuitivamente se 
conh 


ece como uma relação como Marçela e Luciana se relacionam? São innãs! 
E expressões co tipo. 


“é marido de” 
“é maior que” 
"é irma de” 
“ê divisivel por" 
“É membro de" 


são classificadas como conecivos que geram relações, nós as chamaremos de 


Expressões conectivas 
Observe que a palavra “relação” envolve uma correspondência ou uma 


associação entre dois objetos (pessoas, numeros, idéias, etc. . .), essa associação 
se fez a partir de uma certa propriedade possuída pelos objetos relacionados. No 
exemplo acima, Marcela estã relacionada, associada, em correspondência com 
Luciana, a partir de uma propriedade que possuem. são umas. 

Consideremos, agora, a sentença aberta: 

x É irma de y 

O par ordenado (Marcela; Luciana) satisfaz à sentença aberta, isto é. faz com 
que ela seja verdadeira, quando x é substituido por Marcela, e y. por Luciana. 
Entretanto, o par ordenado (João; Maria) não salisfaz à senlença aberta quando se 
faz a substituição de x por João e y por Maria. Analogamente. 05 pares ordenados 
(3, 2) (4: 1), (0; —1) satisfazem à sentença aberta: 

x é maior que y 

enquanto os pares (3, 4), (-2, 1), (2, 6) não a satisfazem. 

De um modo geral, consideremos sentenças abertas de duas variáveis: 

xy 

onde o “espaço em branco” é representado por um traço, para ser preenchido por 
alguma expressão conectiva. 

Podemos, então, eleger um universo de pares ordenados para teslar se a 
sentença é verdadeira ou falsa; assim, dois conjuntos são formados: o conjunto 
daqueles pares que satisfazem à sentença e o conjunto daqueles pares que não à 


satisfazem. 
Fodemos, agora, colocar uma questão de escolha: relação & a expressão 


coneciiva, ou O conjunto de pares ordenados que satisfazem à sentença aberta 


onginada por essa expressão”? 
Acreditamos que o conceito de relação é mais preciso se for definido como 


um comunto de pares ordenados, 
Então, 


Detinição 
Sejam os conjuntos à e B. Uma relação KR, de A em 8. é qualquer 
subconjunto do produto cartesiano Ax B 


Exemplos 
Seamã=(1,2;3)eB= (1,2; os subconjuntos de A x B: 


Mo = ft CT; 2), (3; 23) 
Ma =([2,2) (3,27% 


da = ((2;1)) 
Ta = 
is =áxB 


são relações da A em B. 
Seja W uma relação de À em B. Para indicarmos que o elemento a está 


relacionado com o elemento b através de *h, isto é, para indicarmos que (a. b) e x, 
usaremos a notação. 
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amb 
que selê “a Rb" ou“a esta na relação YR com Bº, 


Exemplo 


Sejamos conjuntos A = (a. b. ck B=(1,2;3)e a relação de A em B: 
= [a 1), (Db; 1), 4b; 3) 


Então. 
(ai) e MNedaladt 
(Db: 1) e ste daiaMo 
(b. 3) = He data Ma 


Dominio e Conjunto-imagem de uma Relação 


Seja vi uma relação de À em B. 
O conjunto DIR) constituido por todos elementos x de A para os quais existe 
vem Btal que (x: y) e H é denominado dominio de R, 
O conjunto KY') constituido por lodos elementos y de B para os quais existe 
x em À tal que (x, y) e MN é denominado conjunto-imagem de MR, 
Exemplo 
Na relação Yi do exemplo anterior 
D(yt) = (a; b) 
IGN) = (7, 3) 


Es Resolvidos 


5.17) Sejam os conjuntos Az (-1:0: 2), B=(x:y; z)e a relação mn de A em B: 
= K=1550, (0: y), (2, 2) 
Dê o valor verdadeiro (W) ou falso (F): 
aj) (-I,x) e mn t) 
by(-yem (1 
c) O uiy [) 
d) Quiz Ut] 


Solução: 


a) V. pois (—1, x) é um elemento de 'K 
b) F, pois (=1; vy) não é elemento de 
ci) Vpois (0,4) e ui 
dy EF pois (0; 7) ent 


5.18) Sejam os conjuntos A = (1,24), B=[-1,0,3)e a relação 4, de à em B; 
= (1-1) (1; 0), (4; 0) 
Determine: D(R) e (RH) 


Solução: 
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O domínio de R, Din), & constituido pelas primeiras coordenadas de todos 
os pares que pertencem a W 


Dtut) = (1, 4) 
O conjunto-imagem de vt, I(M), & constituido pelas segundas coordenadas 
de todos os pares que pertencem a KH: 


Ity= (51: 0) 


5.19) Um conjunto A possui 2 elementos & um conjunto É possui 3 elementos. 
Quantas são as relações de À em B? 


Solução: 


Se n(Aj=2e n(B)-=3, então n(AxB)=n(A)-n(B)j=2 3=8 


Qualquer subcongunto do produto cartesiano A» 8 & uma relação de À em B. 
se o conjunto Ax B possui 6 elementos, o número de seus subconjuntos É 
2" = 64. 

Então, hã 64 relações de & em B. 


Exercícios Propostos 


5.20) Sejam os conjuntos À = [1,2:3) B=(-1,2)e a relação W de A em B. 


m=((1, 4) (1:2) 
D& o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) (f,-1) en () 
b) (1iZz)em () 
cima () 
d) 2N2 () 


5.21) Sejam os conjuntos À = ix. a, bj, B=(4;7; 10je a relação R de A em 
qr =D 4) (x; 7) 6 10) 


Determine: D(in) e (OR) 


5.22) Um conjunto à possui m elementos e um conjunto B possui n elementos. 
Quantas são as relações de A em B? 


5,5 - PROCESSOS PARA SE REPRESENTAR UMA RELAÇÃO 


1º) Pademos representar uma relação enumerando és pares ordenados que 
a constituem. 
Já utilizamos essa forma de representação em alguns exemplos vistos até 
aqui. 


Exemplo 


Considere os conjuntos A= (x yje B=(a; bj A relação de & em B: 
m= (oe a) (x b)) 
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está representada por enumeração de seus elementos, os pares ordenados: (x; a) 


e (x, D) 


2º) Podemos representar uma relação através de um diagrama de flechas. 


Assim, a relação W do exemplo anterior pode ser representada com: 


3º) Podemos representar uma relação descrevendo o conjunto dos pares 


ordenados que a constituem com auxilio da expressão conectiva que 
“liga” os elementos desses pares. 


Exemplos 
a) Seja o conjunto À = (1;2:3) e a relação R, de A em À, constitulda pelos 


b) 
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pares (3; 1) (3; 2) e (2; 1) Note que esses pares satisfazem à sentença 
aberta 
x é maior que y 

com (x;y) cAxA 
Então, podemos representar R com: 

m=((x y) cAxAIxé maior que y) 
Os pares que pertencem a NR são todos aqueles para os quais a 
sentença aberta x é maior que y é verdadeira paraxe A eye A. 
No exemplo, a expressão conectiva é maior que pode ser substituida 
pelo símbolo > Então, a equivalência entre as sentenças: (x; y) e W, 
xW yex>y é evidente. Assim: 

H=(xy e AxA|x é maior que y) 

m=(xy) ec AxAlx>y) 

A partir da expressão conectiva é divisor de e do conjunto À = (1; 2; 4), 
podemos construir a relação Ut, de A em A: 

m=(xy)e AxA|xé divisor de y) 


Observe que: 
1 é divisor de 1 


1 é divisor de 2 
1 é divisor de 4 
2 é divisor de 4 


Todos os pares (x; y) que satisfazem à sentença x é divisor de y, com x 
emAeyema, são (1,1),(1;2). (1; 4) e (2, 4) Note que, por exemplo, 


2, 1) é W, poisa sentença 2 é divisor de 1 é falsa Então, se quisermos 
à, enumerando os seus elementos teremos: 
= (01 1,012) 11,4) (2: 4) 

4º) Sejam À e B subconjuntos de X, 
Uma relação R, de à em B, pode ser representada graficamente, como 
já fizemos com o produlo cartesiano de dois conjuntos. 
No plana, construímos um sistema xOy de eixos ortogonais e, a cada par 
ix: y) de “3, associamos o ponto de abscissa x e de ardenada y, O 
conjunto de todas as pontos assim obtidas é o gráfico de R. 


Exemplo 


Sejam os conjuntos 4 = (1,2) B=(1,2:3Je a relação 4. de À em E: 
Wa=(ixy)ecAxB|x=y 
Os pares (1, 1) e (2; 2) satisfazem à sentença aberia x = y e portanlo, são 
os elementos de 9. 
O gráfica de é constituido por dois pontos, cujas coordenadas são (1, 1) e 


(2: 2): 


Resumindo, note que uma relação de à em EB é um conjunto de pares 
ordenados (x; y), com xem Ae vem B. 

à descrição desse conjunlo de pares pode ser feita através de 
procedimentos diterentes: uma tabela, um gráfico, um “diagrama de flechas”, uma 
descrição com sentenças abertas construidas a partir de expressões coneclivas 
que “ligam” es elementos dos pares. 


Exercícios Resolvidos 


5.23) Considere a relação si, de À em E, definida pelo “diagrama de flechas” 
abaixo. 


a) Represente NM enumerando os pares ordenados que a constituem. 
bj Determine Di) e (M), 
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5.24) 
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c) Construa o gráfico de dt, 


Solução: 
a) Temos Oni, ÔN2Z71NIe23MI, e, poranto 
= (0,1). (0,2), (1,3), (3,3) 
b) O dominio de m, D/R), & constituído pelas primeiras coordenadas de 
todos os pares que pertencem à 
D(n) = (0, 1,3) 
O conjunteimagem de mM, tem), & constituido pelas segundas 
coordenadas de todos os pares que pertencem a %; 
IA) =451;2:3) 
c) O grafico de M é o conjunto constituido pelos pontos de coordenadas 
(0-1), CD: 2). (1,3)2 (3,3): 


Sejam os conjuntos: A =([1,2,3.4,5) B=([1,2,3;4]ea relação m, de À 
em B, definda por: 
vt=[(xy)cAzBixão dobro dey) 


a) Dê M, enumerando os seus elementos. 

b) Determine Dime I('R). 

E) Dé x, através de um “diagrama de flechas”, 
d) Construa o gráfico de Mi. 


Solução: 


a) Todos os pares (X: y), com x em A é y em B, para os quais a sentença 
aberta xé o cobro de y, x = ?y é verdadeira são: (2, 1) e (4, 2) então: 


= (201) (4,2) 
b) Dtu=(2.4)e liN)=(1:2) 


E) 


[al 


+Al E 


d) O gráfico de R é constituído por dois pontos: 
4y 


Determine D(3?) e KM). 
Solução: 
Observe que os pontos (x: y) do gráfico de m são tais que: 
isx<3e É <y<3. Em consequência: 
DER) = (1; 3] 
(MN) -[2. 3 | 
t3 


Uma maneira prática para se obter D(R) e (R) a partir do gráfico G, de R, é 
a seguinte: projeta-se G sobre Ox, na direção Oy: obtém-se D(N); projeta-se 
G sobre Oy, na direção Ox: obtém-se I(). Veja a figura abaixo: 
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conjunio-imagem | 4 
de R 


Exercícios Propostos 


5.26) Sejam o conunto E=(1,2:3,4,5:6)ea relação “n, de E em E, definida por: 
Yt=dtx, ES|y=Ê 
(ta ye Ely 5) 


a) Dé a relação 'R, enumerando os seus slementos. 
b) Dê a relação , atravês de um “diagrama de flechas”, 


e) Gráhico de . 


527) Considere a relação 9, de Z em Z, definida pelo gráfico: 


a) Dê 4, enurmerando 08 seus elementos. 


b) Delermine D(yt) e Thu). 
c) Dê ut, através de uma sentença aberta construida a partir de uma 


expressão conectiva que “liga” os elementos que constituem seus pares. 


5.28) Desenhe o gráfico da relação de & em EB: 
R=(xyeRi|j1gx2z3e0<yx2) 


5 28) Seja a relação 'N, de Z em &, definida por: 
m=licyjeZ<«Z|x+y=25) 
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a) Dê a relação “R por enumeração de seus elementos. 
bj Determine D(n) e (en). 
É) Gráfico de !K. 


5.30) Considere o conjunto À = ((1,2,3).(1,2),1,2,3)e as relações de À em A 
definidas por: 


m=(xyeA Ixey 
MHa=[ix,y)] E A Ixe Y) 
Determine 9t e Ra por enumeração de seus elementos 


5.8 - ALGUNS TIPOS DE RELAÇÕES 


Proprigdades das Relações 


Se % é uma relação de À em À, diz-se simplesmente que :R é uma relação 
sobre A 
Há algumas propriedades bastante significativas para uma relação NR sobre 
A: 
7) *n diz-se reflexiva se e somente se para todo x em À tem-se, 
(xx en 


Observe que todo elemento x de À está relacionado consigo mesmo: x MR x, 
para todo x em À. 


Uma relação Tt sobre um conjunto A não é reflexiva se existir um elemento x 
em A tal que (x; x) & Rn. 


Exemplos 


a) SeA=[1,2,3: 4). a relação de iguaidade sobre À, definida por 
= (ix y) e AP Ix=y) 
é reflexiva 
Note que = (01: 1) (2:2), (3: 3), (47 4)) 


bj Uma relação Yt, sobre À, reflexiva, pode possuir como elementos outros 
pares além daqueles da forma (x, x), 
Seja A=(1;2,3;4) a relação sobre A: 
= (015 1) (2, 2) (373), (4, 4), (1,3) (273) 
é reflexiva. 
Observe que os seus elementos são todos os pares da forma (x; x), 
x e À, e outros dois pares: (1, je (2; 3) 


c) Se Az=(1:2,3% 4),arelação sobre A: 


M=((t; 1) (2,2), (44), 01,3) 


não é reflexiva pois (3, aj. 
Note que se di & uma relação sobre À, reflexiva, então: 
Fa A 
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onde 44 é a diagonal de Az A 


2º) Mm diz-se simétrica se e somente se, quando (a, b) e MN então (b aj em. 
Dbserve que então numa relação simétrica, se a está relacionado com b isto é, 
ab, então b esta relacionado com a, isio é bmHMa: 
alib>bma 
Uma relação K sobre um conjunto 4 não é simétrica se existirem a e bem À, 
a=b tais que(a bjeMed(b aj en. 


Exemplos 
a) Seja A =(1;2;3) A relação sobre A; 
m= (2) (2,19, 01,3), 4301) 
é ssmétnca, pois sempre que ocorre a *H Bb também ocorre D ya. 
bj) Seja A=(1,2,3.4) A relação sobre À: 
m= (01,3), (4; 2). (2; 4), (273) (3, 1) 
não é «métrica. pois (2.3) e mel 2) e M. 


3"; MN diz-se transitiva se e somente se, quando (a, bJ) e Netbic em, 


então ja, c)e H 
Observe que então, se a está relacionado com b, isto é am b e b está 


relacionado com c, isto é, b Lc, então a está relacionado com cisto é, a Mc: 
tamnbebmc)i=>ame 
Uma relação 91 sobre um conjunto À não é transitiva se existirem a, be € 
em Atas que tab) e WNelbiciemmas(a cc) en 


Exemplos 
a) Seja X 0 conjunto dos números reais. A relação sobre K: 


m=(txy) e R|x<y) 
elransitva poisseas<beb<centãoa <c. 


b) Seja A =(a b cj À relação sobre A; 
vt = (ta bj dc by tb, a), fa; ch 
não é fransitiva, pois (cx, bj) e Welb/aje mas fc;a) & MH. 


4º) -H diz-se anti-simétrica se e somente se, quando fa; beste(b aj e NM 


enlão 2 = b. 
Observe que então, se a está relacionado com b, isto é astb e b está 


relacionado com a, isto é, bi a entãoa é iguala b: 
(albebma)>az=b 
Uma relação 'R sobre um conjunio A não é anti-simêtrica se existirem a e b 
em A a=b lais que (a, Db) E de também (b aj E mn. 


Exemplos 
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a) Seja À um conjunto cujos elementos são conjuntos. À relação sobre A: 
n=(xyea|xc y) 
Cantisimélrico,poisxo vey o x) >x=y 


bj) Seja A =(1,2:3 4). A relação sobre A: 
M=((1, 3) (402) (4/4), (2: 4) 
não é anti-simétrica, pois (4, 2)  - He também (2; 4) e R. 


Relação de Equivalência 


Uma relação N sobre um corgunto À chama-se relação de equivalência se 
E somente se; 


1º 17 € rellexiva 
22) é simétrica 
3) 'H é transiliva 


Exemplos 


a) Seja À o conjunto de todos os triângulos do plano, À relação sobre , 
m=(ix 7) E a? | x é semelhante a y) 


é uma relação de equivalência, pois satisfaz às três condições da 
definição. 


b) Seja E o conjunto dos números reais. À relação de igualdade sobre 2: 
m=(uy) e RÉ|x=y) 
& uma relação de equivalência, pois: 
1º) paratodozs em R:a=a, isto é adta (reflexiva) 
2) sea=bentãob-=a istoé, 2 Jb => ba (simétrica) 
9 seazbeb=centãoasc istocé, (lalibebRc) Da hc 
(transitiva) 


Relação de Ordem 


Uma relação 3 sobre um conjunto À chama-se relação de ordem se e 
somente SE; 

1º) R é reflexiva 

2) MN é anti-simétrica 

3) m é lransitiva 


Exemplos 


a) Seja E à conjunto das números reais. À relação menor ou igual sobre X: 
n=oneRI|xsy 
ê uma relação de ordem, pois. 
i)paratodoxem mx = x isto é xW x (rellexiva) 
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Visexszvyveysxentãox=y istoéixM yey Mx) =>x=y fant- 
simétrica) 
3)sex «<vyvey <zentãox <z isthélixiveyniz=anHaz 
fransibiva) 


b) Seja À um conjunto cujos elementos são conjuntos. À relação sobre À: 
=x v) E A? | x cy 
é uma relação de ordem, pois: 
Y)paratodo xem A: x O x, isto é, x x (reflexiva) 
sex c yveyvoc xentãox=y istoé(xNyeyx) =>x=y (ant 


simétrica) 
SsexCyeyczenãox oc z isto é (x ye yz) > umez 


(transiliva) 


Relação Inversa 
Corsidere os conjuntos A=([1, 2,3), B=([1,2/4)ea relação de A em E: 
M=(1; 2201, 4% (274), 43,4% 
Observe que D(mj= (1,2, 3Je Ibm)=([2, 4) 
Se as coordenadas de todos os pares ordenados de HM são trocadas, uma 
pela outra, oblêm-se o conjunto: 
(2, 1), (4; 1), (4, 2), (4, 3)) 
Esse conjunto É representado por w7! e denomina-se relação inversa de 9. 
Observe que Div) = IM) =[2:4)e IGR')= Dem =(1:23). 
Note também que se “N é uma relação de A em E então vt" uma relação de 
BemAequese(a;b)e st entãoibiaje mn, 
No exemplo abaixo podemos escrever: 
m=[xy)cAxBIx<y) 
e também: 
wÚ=xyeBxAly<x) 
Então. a sentença y = x que define R * obtém-se da sentença x < y que 


define M, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela qutra. 
Resumindo, para toda relação mn, de A em B, existe uma relação Yt A 


inversa de 41, de B em À, definida por 


mn =((a, b)j(b aje sn) 


Exercícios Resolvidos 


5.31) Sobre o conjunto k dos números reais a relação: 
m=((xy e Rê |=y) 
é uma relação de equivalência”? 
Solução: 
1º) para todo x real lem-se é = x, Isto & x Ji x cd & reflexiva 
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5.32) 


5 33) 


5.34) 


sex =y entãoy =X istoé xNy => y Rx MU ésimétrica 
3ysexi=yey=zentãox=2,istos xNHyey9z)>xz Né 
transitiva. 

Logo, % é relação de equivalência. 


Seja No conjunto dos números naturais. À relação sobre Nº 
mn =(Xy) e Nº|x6 divisor de y) 

é uma relação de ordem”? 

Solução: 


1*) para todo x natural: x é divisorde x, isto &x A x R é reflexiva 

2] sexéó divisor deve se y é divisor dex então x =y Isto 6, (x Nye y x) 
= x=y é anti-simetrica 

3) sexé divisor de ye y é divisor de z enião x é divisorde z isto é, (x Nye 
yvytz) => x zm é transitiva. 


Logo, 1 é relação de ordem. 


Seja 3 uma relação sobre N definida por: 

m=((xy) e mMê|2x+y= 10) 
Determine: j 
a) Div) b) UM) [e 


Solução: 


Note que os únicos pares, com coordenadas em N, que satisfazem à 
sentença 2x + y = 10 são: (1; B), (2; 6), (3 dj e (4,2). Então: 
m= (1,8). (2,6), (3,4), (4, 2)) 
a) Di) =(1,2,3, 4) 
bj WRj=48,6, 4,2) 
o mm = ta: 1) (6, 2), (4, 3), (2; 4) ou utilizando-nos do raciocinio do 
exemplo dado ao definirmos relação inversa: 
mada v) en |2y+x=10) 


Note que nessa representação a sentença que define w! foi obtida da 
sentença que define 9, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela outra 


Seja mM uma relação sobre À, Se Yt é transibiva, prove que 1 é transitiva. 


Solução: 

Sejam os pares (a; bje (b; cj de 927"; mostremos que (a; 0) e 7! 
Se (a: b)e nt então (b aJeR| 
Se (b cje nr" então (cibjeU 

Se (ca) cm então (a, Cc) E no 


-N é transitiva. então (c;aj ed 


5.35) Seja li uma relação de U em U. À relação W', de U em U, definida por: 
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M'=Cãu 
denomina-se relação complementar de “A. 
Sejam U=([1,2,3jJea relação de UemuU: 
n= (Guy) e Upx=y) 
Determine 


Solução: 
Ux = (01,1), (172) 0173) (27 1), (2; 2), (2, 3), 63,1), (3, 2). 03:39 
m= (1; 14622). 03,3) 
Observe que os pares ordenados que pertencem a Wº são aqueles de U x U 
Que não pertencem a dt, então: 
BE = (1; 2), 6173), (201). (2: 3), (371), (3: 2) 


.aercicios Propostos 


5.36) Seja E=[1 2; 3) Considere as seguintes relações sobre E: 
Ma = fit; 2) (3,2), (2, 2) (2, 3) 
Ma = (01: 2). 42, 3). (17 3)) 
Ma = (1; 1), (2; 2), (2: 3), 43; 2), (3: 3) 
da = (1, 29) 
NszE x E 
Diga quais das relações acima são reflexivas 
9.47) Seja E = (1; 2,94 Considere as seguintes relações sobre E: 
Mas [1 H.(2, 1), (2,2) (3,2) (273) 
No = (1,1) 
Ma= ((1, 2) 
Ma= (01,1), (352), (27 3) 
Hs, =E = E 
Diga quais das relações acima são simétricas. 


& 38) Seja E =(1, 2; 34. Considere as seguintes relações sobre E: 
Ma= (01 2) (2,2) 
Ma = (1; 2), (2,3), 0173) (271) 01,41) 
Jta= [(17 2)) 
Ma= (1,1) 
Js=E = E 
Diga quais das relações acima são iransiílivas. 


539) Seja E =(1; 2; 3 Considere as seguintes relações sobre E: 
dt = (1 1h (271) (2, 2), 03: 2), (25 3) 
Viz= ([1, 1) 
Mas ([1: 2) 
“Ra =((1,1). (2,3) (3,2) 
Ns=E « E 
Diga quais das relações são anti-simeétricas. 
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5.40) 


541) 


5 42) 


5.43) 


5.44) 


545) 


5.46) 


5.47) 


Seja E o conjunto de tadas as retas do plano. À relação sobre E definida 
pela sentença “x é paraífeia a ” é uma relação de equivalência? 


Seja R o conjunto dos números reais. A relação sobre %: 
m= (9) e RIx<y 
é uma relação de ordem? 


Seja % uma relação sobre MN definida por: 
m=xy)e nº |x-y é divisivel por 3) 
ww é uma relação de equivalência? 


Seja 9t uma relação de N em N definida pela sentença “x é múltiplo de y, M 
uma relação de ordem? 


Seja A=€2,4,0,1,2:3), Para cada uma das relações R, sobre A, 
definidas abaixo delermine: 


1º) 11 pór enumeração de seus pares ordenados 
2º) Dist) e EMT) 
3º) yo! par enumeração de seus pares 
w! através de uma sentença que “liga” as coordenadas de seus pares 


a) n=((xy) e AZly=2x 
bo m=(x ye A |x-y=1) 
ce) M=l(xy e a Ixy=2) 


HW é uma relação de A em À; 

a) SeH=AxA determine E! eR. 
b) Semn=4, delemineR ' ek. 

e) (MT) eiguala..... 


Seja U=(1;2:3) Considere as relações sobre U- 

mM=(bey) e ix =y) 

Ja= (by) e Ullxty 3) 

Mas=iy) e Vlx+y 23 

Mostre que: 

MU RO RE QU MO (MU MR 

onça ru mega may ucrrla sa) 

e) (Wa) = Uta 

Seja li uma relação sobre U, onde U = (1; 2, 3; 4) Suponhamos que 


(1, 2) € mM, então (2, 1) E yr. Sejam A o ponto do plano cartesiano que 
corresponde ao par (1; 2)e Bo ponto correspondente ao par tz: 1). 


a) O segmento AB e a bissetriz dos quadrantes impares são 
perpendiculares? 
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b) Se o segmento AB corta a bissetriz em C, o que se pode dizer dos 
segmentos AC e BC? 
c) Generalize: a partir do gráfico de !, como se obtém o gráfico de yr'? 


5.48) M; e lt; são relações sobre A, Se mM; e M> são simétricas, mostre que 9 U a 
é simétnca. 


. UNÇÃO 


O Conceito de Função 


Por seu caráter unificador, o conceito de função é fundamental; 
praticamente, toda matemática constrói-se em torno dele. 

Então, dada a sua importância, a sequência do nosso trabalho será voltada 
quase integralmente para o estudo das funções elementares. 

Intuitivamente, função descreve uma correspondência entre os elementos 
de dois conjuntos: de uma forma mais precisa, função é um tipo especial de 
relação 

Vejamos alguns exemplos. 

Sejam os conjuntos: A =(1,2;3)e B=(-2;-1;0;1;2;4)e as relações de A 
em B. 

Wu=(xye Ax Bly=x-1) 

vo=((Xy e AxBly=*) 

M=((xy) ec AxBly>>) 

Os “diagramas de flechas” que representam essas relações são: 


Ma No 9 
pa o (S 


A relação MN, apresenta uma particularidade: a todo elemento x de À 
“corresponde” um e um só elemento y de B; a relação W, denomina-se função de 
AemeB. 

À relação W não é função de A em B: ao elemento 3 de A não se associa 
elemento algum em B. 

A relação “3 não é função de A em B: ao elemento 1 de A associam-se dois 


elementos em B. 
Note que, para que uma relação de A em B seja uma função de A em B, a 


todo elemento x de A se deve “associar” um e um só elemento em B. 


NS 
so 
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Definição 


Sejam os conjuntos À e B diferentes do conjunto vazio, e seja f uma relação de A 


em B. Diz-se que f é uma função de A em B se, e somente se, para todo x em & 
existir em correspondência um e um s6 yem Btalque: (xy) e f. 


Note que uma relação f de A em & & uma função de À em B quando e 
somente quando cada x de A aparece como primeira coordenada em um & 


somente em um par ordenado ce f. 


Nomenclatura 
Seja f uma função de A em B. l 
Se x é um elemento qualquer de A, então o único y de B associado a X 
denomina-se imagem de x pela função f e será indicado com a notação f(x), (l&- 
se.fde x): 
y= f(x) 
O conjunto A denomina-se domínio de f, e pode ser indicado com à 


notação Off), como já fizemos com as relações. 
O conjunto B denomina-se contradominio de f, e pode ser indicado com à 


notação CD(A. 
O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum elemento 
de À denomina-se conjunto-imagem de fe pode ser indicado com a notação I(f), 


como já fizemos com as relações: 
U)=(yeBlaxxeA ey = tb) 


Observe que l(f) c CDi(f). 


Exemplos 


a) Sejam os conjuntos A=(1:2;3)e B=40;1;2,3) A relação f, de A em B, 
definida pelo diagrama de flechas abaixo, é uma função de À em B. 


D(fj= (1.2 3) 
CDIf,=(0:1:2, 3) 
Kf) = (0,1) 


Observe gue, para que uma relação f de A em B seja uma função de A 
em B, de todo elemento de A deve “partir” uma flecha e uma sá: 
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A relação definida pelo diagrama acima não é função de A em B: do 
elemento 3 de A não “parte” flecha alguma. 


w 
Nao 


A relação definida pelo diagrama acima não é função de A em 8B: do 


elemento 1 de A “parte” mais do que uma flecha. 


b) Sejamos conjuntos A =(a;b: cje B= (x; y. z). A relação f, de A em B: 
f=((a: x), (bi x), (ci z)) 
é uma função de A em B. 
Note que cada elemento de A aparece em um e somente em um par 
ordenado de f. 
Nesse exemplo: D(f) = (a; b; c), CD(N = (x; y, z)e Hf) = (x; z). 
Por outro lado, a relação de A em B: 
f=((a; x), (a; y), (Db; x), (ce; z)) 
não é função de A em B. O elemento a de A aparece como primeira 
coordenada em dois pares de f. 
E a relação de À em B 
f=((biy), (c; z)) 
também não é função de A em B. O elemento a de A não aparece como 
primeira coordenada em nenhum par de f. 


Exercícios Resolvidos 


5.49) Seja A =(1;2;3; 4) e considere as relações sobre A: 
Mo= (12). (273) (3; 4), (4; 1)) 
Wa =((1:1),(1:2), (1,3) (1; 4) 
Wa=((1:2).(2;2).(3;2) (4; 2)) 
Va = ((2: 2). (3; 3), (4; 4)) 
Diga qual delas é função de A em A. 
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2.50) 


5.51) 


Solução: 


Note que uma relação mM, de À em à, é& uma função de A em A se, e somente 
se, cada a de À aparecer como prmeira coordenada em um. e somente em um, 
par deh. 

M4 & função. 

'R> não é função, pois o elemento 1 aparece como primeira coordenada em 
mais do que um par. 

a é função. 

*4 não & função, pois o elemento 1 não aparece como primeira coordenada 
em par algum da relação. 


Para a função f, de E em F, definida pelo diagrama de flechas: 


Determine: 

a) DIF d) x se fo) =3 
bj Jf) e) x se fix) =4 
e) f(2) 

Solução: 


a DMh=E=(0,1,23 4) 
Mote que se uma relação Yt, de E em F, é uma função f de E em F, então 
DI=E. 

b) O conjunto-imagem de f é constituido por todos os wy de F que são 
iragem de algum x de E: l(f) = (0, 3, 4). 

ec) fi2) = 4; ai uma simples leitura: a “flecha que parte do número 2 dirige-se 
para o número 4º. 

dj) O elemento x de E tem imagem 3, então x = 1oux=3. 

E) Analogamente, x = 2, 


Seja o conjunta À = [0,15 

a) Quantas são as relações de Aem A? 

b) De todas as relações de A em A, quais são funções de à em A? 

c) Encontre para as funções de A em A determinadas, as respectivas 
relações inversas; dessas, quais são funções de À em À? 


Solução: 


a) Lembre que qualquer relação de A em A é um subconjunto do produto 
cartesiano à x À O número de elementos de À x AE Nnazxs=c gd, eo 
número de seus subconjuntos é 2º = 465. Então, o número de relações de 
A em AÃé 1. 

b) Das 15 relações de À em A, são funções de À em A: 
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fr =((0: 0). (1: 1) 
fa = ((0, 1). (1: 0)) 
fa = (10; 0). (1, 0)) 
fe = ((0; 1). (1; 1) 


o) fi =((0: 0), (1,1) 
fo, = 4(1, 0) (0. 1) 
fa, = 4(0. 0), (0; 1)) 
fa" = (01.0) (1: 1)) ada 
São funções de A em A: fi ef; 


Exercicios Propostos 


5.52) Sejam os conjuntos A = (-1,0;1,2)e B=(-2:-1,0,1,2,4:;6) 
Das relações de A em B, abaixo, quais são funções de A em B? 


a) 


5.53) Sejam os conjuntos À = (-2,-1,0;1;2)e B=[0;1;4; 6). Considere a 


função g, de A em B: 


Determine: 
a) Dig) d) (1) 
b) Kg) e) x seg(x)=4 
c) g(2) f) x se g(x)=x 


5 54) Sejam os conjuntos A = (1; 2; 3) e B = (a; b). Dar, através de diagramas de 
flechas, todas as funções de A em B. 


5.55) A função fé de A em B. Sabe-se que a e Ae be B. Dizer qual afirmação 
abaixo é verdadeira e qual é falsa. 


a) Ka)=b d) fla) e If) 
b) be I(f) e) Ka)e B 
o (fc B 


5.56) 2 é uma relação reflexiva, de A em A. N é uma função de A em A? 


Mais sobre notação 
Para 5e índicar que f é uma função de A em B usam-se as notações: 


f:ASBouA—-SB 
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Há. no entanto, outras maneiras de se representar uma função. 

Sejam, por exemplo, os conjuntos A=10,1:2) B=(-1,0:1,2/e a função f 
de À em B: 

f=dlxyie 4x Bly=x-1] 

A função f representada anteriormente estã conhecida de uma forma correta 
e plena; sobre ela temos todas as informações necessárias para sua definição: 
dominio, contradominio e a sentença que associa a cada elemento do dominio um 
único elemento no contradominio. 

Na prática, entretanto, as notações utilizadas são simplificadas, cometendo- 
se mesmo certo abuso de linguagem. Assim, a mesma função [ definida acima 
pode receber as nalações: 

ftxofixg=x-1, xe À 

x> xo! xe A 
x=v=x—) xe À 
by=x=1,xE A 
y=x—1 

Observe que nas notações acima o contradominio de f foi omitido e, na 
última, não figura sequer o domínio. Simplificações como estas são admissiveis se 
não houver possibilidade de dúvida. 


Funções Iguais 
As funções: f 4 > B 
gi €>D 
são iguais se, e somente se, A=C, B=De fix) =g(x) para todo x em A. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos à = [-1;0:1), B=(0;1,2:3; 4)e as funções de A em B 
definidas pelas sentenças; 
fixj=x+2 
Va 


x-2 


As funções fe q são iguais, pois f(-1) = g-) =1, (D) = g0)=2e 
)=g9i1)=3 


gt x) = 


Exercícios Resolvidos 


5.57) Seja o conjunto A = [xe Z)-1 x < 3) Considere a lunção f, de A em £, 


definida pela sentença: f(x) = x + 1. 

a) Determine ft—1), (0) e f(5). 

b) Dê a função f por enumeração de seus elementos, 
c) Dé a função fatravés de um diagrama de flechas. 
d) Determine If). 

e) Determine x, x EA, tal que fix) = à. 

fl Desenhe o gráfico de f. 
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Solução: 


a) Na sentença f(x) = x + 1, para se obter f(-1) substituimos x por —1: 
f(=1)==1 + 1 =0; analogamente, substituindo x por zero: (0) =0 + 1 = 1. 
Não existe f(5), pois 5 & A. 

b) f(-1)=0, então (—1;0) ef 
f(0) = 1, então (0,1) cf 
f(1)= 2, então (1,2) ef 
f(2)= 3, então (2;3) ef 
f(3) = 4, então (3,4) cf 
Dai, f= ((-1. 0). (0: 1), (1; 2). (2: 3), (3: 4) 


c) 


d) HN=(0,1,2;3,4) ) 

e) A equação proposta pergunta para qual valor de x, x E À, cuja imagem é 
igual a 3; uma simples leitura nos dá x = 2. 

f) 


5.58) Seja a função f, de R em R, definida pela sentença: 
x sexeQ 


fo) =4 = = 
ai V2,se xe CS 


Determine: 
a) f(2) 


» 


e) (42) 
d) Ha) 
e) H0,333...) 


Solução: 
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5.59) 


5.60) 


A sentença que define fafirmma que todo número raciona! x tem para imagem 
o próprio x, fix) = x, e que todo número irracional x tem para imagem Ra 


fog = 42. 

Então: 

a) 2 = QYenãof(2)=2 
i e 

b) 5 eg, te] E 

c) J2 é irracional, então 42 )= 42 

d) 1 é irracional, então fix) = Jz 


e) 0,333...= : é racional, então f(0,33...) = 0,33... 


Seja a função f de ER em E definida pela sentença: f(x)= 


elemento do domínio de f que tem o número B como imagem? 


Solução: 
Procuramos x, x & E, tal que sua imagem seja à, isto é: 
Eix) = B. 
Devemos então resolver a equação: 
bx-4 -8 
2 
edaix=4, 
As funções: 
tRSR fixg=x+2 
wê - 
o R-[25RE, gix)= 
x-2 
são iguais? 
Solução: 


Não, pois D(f) + Dig). 


Exercicios Propostos 


5.61) 


4 
. Dual e O 


Sejam o conjunto E= (xe ZE|-1 XX x 5 2)Jeafunçãof de Eeme Z, 


definida por: 
-|se-ilxx<o0 
Fix) = 
x se Q<xxs2 


a) Determine f enumerando os seus elementos. 
b) Determine o conjunto-imagem de f. 
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5.62) 


9.63) 


5.64) 


5.65) 


5.66) 
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c) Resolva a equação f(x) = X. 
d) Faça o gráfico de [ 


Seja a função Í, de A = (0; 1; 2) em E, definida pela sentença ftx) = x(x— 1) 
(x —- 2). Determine I(f) 


Seja a função f. de Z em Z, definida por. 


Snes 1 sex e par 
pes D,se x é Impar 
a) f0) 
bj f(1) 
oc 1(—=1) 
d) K2) 


Seja a função f, de ER em E, definida por: 
fixj=2+x+2 


Qual é o elemento do dominio de | que tem imagem igual a 2? 


Sejam os conjuntos A=(1,2;3)e B=(0,1,2;3) As funçõesfeg. de A em 
B, definidas por: 
FO) =x 


g(x)= 


x |X, 


são iguais? 


As funções fe g definidas por: 
fR>R,fix)=x 


Land 


g:R SR fo)=— 
são iguais? 


Capítulo [ 


6 Função real de variável real 


6.1 — FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL - GENERALIDADES 


O Conceito 
Uma função f diz-se função real de variável real se D(f) C Ze CD(f) « .. 
Exemplo 


A função f, de R em R, definida pela sentença abena: 
f(x) = x? 
é a função real de variável real. 

Observe que a imagem de qualquer elemento x do dominio R é obtida 
elevando-se ao quadrado o número x. Por exemplo, se quisermos a imagem do 
número 2: 

(2)=22=4 
De uma outra forma, para obtermos a imagem do número 2, f(2), na sentença 


(fórmula): f(x) = x, substituimos a letra x pelo número 2 e efetuamos as operações 
indicadas. 


Dominio e Contradominio 


Vimos que, para se definir uma função f, necessitamos de dois conjuntos: o 
seu dominio, o seu contradominio e, ainda, da sentença aberta (uma “fórmula”, 


uma “lei”) que descreve como se “associa” a cada elemento do dominio de f um 
único elemento no contradominio de f. 


Na prática, entretanto, tratando-se de função real de variável real, é comum 
omitir-se o domínio e o contradomínio, dando-se somente a sentença aberta 
(fórmula”) que estabelece a correspondência entre x e f(x). 

Quando isto acontecer, está convencionado o seguinte: 


1º) O contradomiínio da função f é CD(f) = R. 


2º) O dominio da função f, D(f), é o subconjunto de R, constituido por todos 


os valores de x para os quais as operações indicadas na “fórmula” são 
possíveis, gerando como resultado das operações um número real. 


Exemplos 
a) A função f definida pela sentença aberta: 
fo) = Jx-1 
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tem para domínio o subconjunio de R conslituido por todos as valores de 
x para os quais x- 1 2 O isto8, x XZ 1. Então: 
Dififii+oTe, COM =R 


bj) Para a função definida por. 
1 

Fu) =— 

ao x-1 

o dominia é constituido pelos números reais x lais que x = 1x0, isto é 


Dth=R-(iJe CDf)=R 


exercicios Resolvidos 


5 1) 


6.2) 
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Determine o dominio de cada uma das funções definidas pelas senlenças 


abertas: 
a) fx)=x2-1 c) fog) = Vx2 -1 
1 


d) fix) = E ga 
X - 


1 
b) fix)= E 


Solução: 
a) Para todo x real as operações indicadas na "fórmula" são possiveis e 


geram como resullado um número real: dai: 
Dtf) = R 


Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possiveis deve-se 


ler x-120.istob xulex sl: 
Dt =R= (1,1) 
Para que as aperações indicadas na “lórmula" sejam possiveis e para 
que o resultado seja um número real deve-se ter: 
$-120 


b) 
c) 


edaix <«<-10ux > 1,então: 
Dt) =]-c0; —i] [7 + 


d) Deve-seter. x -1>0edas 
Dtfb=|-2, Lu]; + 


Para a função f, definida por; 
ER RR. 
Ho) = dxé ay 


Kx- 2 


delermine: 
a) Dif) 
bj If 
c) CDt(f) 


Solução: 


a) Devemos ter: 
()-ê-4)20edal-s)s0>x-4=0 = (x=20uUx=-2) 
()hx-2 *0e daix =2 


Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis, o real x 
deve satisfazer à condição (|) e também à condição (Il), isto é x deve 
pertencer a ()m (ll): então. 


D(f) = (-2) 


b) O único elemento de D(f) é -2; para se obter sua imagem, em f(x), 
substituímos x por —2; dai f(-2) = O: 


Kf) = (0) 
c) Por convenção 
CD(f) = X 
6.3) Dê o dominio da função definida por: 
fO)= Jx-2+J4-x 
Solução: 


Devemos ter: 
(l) x-220e dai x2>2 


j xe nm «DE x%x<4 
(I)4-x2z0 e daixs4 


D(f) = (2; 4] 


Exercicios Propostos 


6.4) Determine o dominio de cada uma das funções definidas abaixo: 


a) fx)=x)-3x+2 o) fb)=Vx2-3x+2 
1 
) HR) x -3x+2 A vx?-3x+2 


6.5) Determine o dominio de cada uma das funções definidas pelas sentenças 


abertas: 

x+2 Jx-2 
a) fix = o) fo)= 
3 t00) = Suas 
d) f)= Ax+2XX-2) d) fx)= Vx+2.Jx-2 

6.6) Determine os dominios das funções definidas por. 
a) fo) = Va x? + 
Vx 


b) fo) = Jx-142/1-x + VxX2 +41 


4 
e) fo)=(x2 +x+1)2 
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8.7) Delermine os dominios das funções definidas por: 


a) foJ= Vx o t= dê 
d) ix)= Yx d) fix) = J-a? 


68) Determine o dominio de cada uma das funções definidas pelas sentenças 
abertas. 
a) lbgy= S-lx] 


b) f(x) = sus 
Vlx]- x 


e) ft) = —— me 
dx|+x 


«9) Para a função [ definida por 
to) =— = pe Pp 
x+1 
determine 
a) Dth) bj Nf) c) CD(f) 
6.10) Delermine 6 dominio da função f definida por, 
fb)= Sax, ae R. 


5.11) O dominio da função real de variável real definida por: 
fo) = J-x+m 
e Dtt=][-"20, 3). 
Determine m. 


Gráfico de uma Função Real de Variável Real 


Para se representar graficamente uma função real de variável real: 
taáa>EB 


procede-se de forma análoga à representação gráfica de uma relação de A em B, 
Então, fxa-se no plano um sislema de coordenadas ortogonais xOy, o 


conjunto G de todas os pontos (x; f(x)), com x em A é o gráfico de f. 


1gd 


Observe o seguinte: 


1º) Toda reta (r), vertical, que passa por um ponto de A = D(f) corta o gráfico 
G em um só ponto. 
Temos ai um critério para verificarmos através do gráfico se uma relação 
de A em B é uma função de A em 8, basta verificarmos "se uma reta 
vertical (r), conduzida pelos pontos de A, encontra o gráfico de fe o 
encontra em um Único ponto”. 


2º) Quando se conhece o gráfico G de uma função f, o seu domínio pode ser 
obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy, o conjunto-imagem de f 
pode ser obtido projetando-se G sobre Oy, na direção Ox: 


Exercícios Resolvidos 


6.12) Entre as relações f, de A = [1; 3] em X%, representadas pelos gráficos abaixo, 
qual é função de A em X? 


a) e) 
y 


EN 


to 
(O jerecaaue 


= jrevose 


GS eee 
x" 
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Solução: 
a) É, pois tada reta vertical conduzida pelos pontos de A encontra sempre o 
gráfico de f em um único ponto. 
K) 


b) Não é, pois as retas verticais conduzidas por pontos de À, com i<xx 5 
não encontram o gráfico de f. 


oc) Não &, pois hã retas verticais conduzidas por pontos de À que encontram 
o gráfico de f em mais do que um ponto. 


6.13) Seja a função f delinida pelo gráfico abaixo: 
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peme--m mete 


in 


 ê 
1 É 
E PAR ! 
2 

Determine: 
a) Dif) ci xtalqueftx)=O 
b) Ki) dj) xtalque f(x) > O 
Solução: 


a) Para determinarmos o dominio de f projetamos o gráfico de I sobre Ox, 
na direção Oy. Então: 
D(f = [1.3] 
b) Para determinarmos o conjunto-imagem de f projetamos q gráfico de ! 
sobre Oy, na direção Ox. Então: 


If) [5 1 


ci Queremos determinar x, x e Dif) tal que sua imagem seja zero; 
devemos procurar os pontos onde o gráfico “encontra” o eixo Ox a 
abscissa x desse ponto é tal que a imagem de x é zero, isto é f(x) = 0. 
Em nosso exemplo, encontramos x = 1. 

qd) Queremos determinar x, x e Dif), tal que sua imagem seja positiva: 
devemos procurar os pontos para os quais o gráfico “está acima” do eixo 
Ox: as abscissas x desses pontos são tais que fix) > O. 


Em nosso exemplo, -1 € x < 1 responde à questão proposta 


Resumo: 


:Y “acima de Ox 


xIfix)<0 


X 


i"abaixo de da ha 
: Ox 4 Nxlftx)>0 
Ed 


x1H(x)=0 


Exercícios Propostos 


6.14) Seja À = [-1; 2]. Quais das relações de A em X, representadas abaixo, são 
funções de A em R? 


a) 


b) 
y 


po |--.mmensnencarose 
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Determine: 

a) D(f)e I(f) 

b) K-2). HO) H1). 2) e F(3) 
c) x tal que f(x) = O 

d) x tal que f(x) > O 


6.2 — ALGUMAS FUNÇÕES USUAIS 


Função Constante 
É a função de R em &, que associa a todo x real sempre um mesmo número 
c,ce %; então, a sentença aberta que a define é: 


[ f(x)=c |] 


Seu conjunto-imagem é I(f) = (c) 
O gráfico da função constante é uma reta paralela ao eixo Ox que passa 
pelo ponto (0, c) 


Seja a função de Z em R, definida por f(x) = —2. 
Seu conjunto-imagem é I(f) = (-2) 


Função Identidade 


É a função de R em R, que associa a cada x real o próprio x: então, a 


ECEES 


sentença aberta que a define é: 
Seu conjunto-imagem é I(f) = R. 
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O gráfico da função identidade é a reta que contém as bissetnzes dos 
quadrantes impares 


Função Polinômio do 1º Grau 


É a função de R em R, que associa a cada x real o número real ax + b, com 
a * Q. então, a sentença aberta que a define é: 


| fO)=ax+b az0 


Seb=o0, istoé, f(x) = ax, a função diz-se linear. . 
O gráfico da função polinômio do 1º grau é uma reta (r) (a demonstração 
encontra-se no curso de Geometria Analitica desta coleção): 


0 b 
-.D 0 
a 


O conjunto-imagem da função polinômio do 1º grau é I(f) = = (projeção da 
reta (r) sobre o eixo Oy). : 

A sentença aberta f(x) = ax + b, que define a função, denomina-se equação 
da reta (r); nela, o coeficiente a denomina-se coeficiente angular de (1), e b. 
coeficiente linear de (r). Note que o coeficiente linear de (r) é a ordenada do ponto 
onde (r) encontra o eixo Oy. 


Exemplos 


a) Na função f, definida por f(x) = -2x + ftem-sea=-2e b=1. 


HO) = IR 


N (1) 


O coeficiente angular de (r) é a = -2; seu coeficiente linear é b = 1. 
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b) Seja a função E inear, definida por Ex) = 3x, o cosficiente anguiar da reta 
(lê a=3eoseu coeficiente linear é b=0D: 


Exercicios Resolvidos 


5.18) Chama-se função sinal de x função f, de R em &, definida por; 
-45sex<0 
DO se x=D 


flx)= 
| 15ex>1 
aj Determine f-2), H0) e fi2) 

b) Gráfico de f 

c) Qual é o conjunto-imagem de f? 


Solução: 
Observe que todo real negativo tem imagem —1, que zero tem imagem zero 
e que todo real positivo tem imagem 1, enião: 
a) (-2)=-—1, HO)=Def(g)=1 
D) 

constante 
sex>0: f(x)j=1 


sex<O: fixj=—1 
constanie 


c) É imediato que HD = (1º 0; 1), 


6.17) Seja a função f. de E em KR, definida por: 


a sexz0 
fix) = 
-x+2, se x<0 


a) Desenhe o gráfico de T. 
bj) Deduza Kf) 
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Solução: 


a) O gráfico de f é constituido por duas semi-retas. 


1º) se x>0 f é representada pela reta paralela ao eixo Ox que passa 
pelo ponto (0: 2) 


2") se x < O fé representada pela retay = -x + 2. 


y=2, representa 


E; ad E (O; 2) f se 470 
Cd =x+2 eee 
0 2 representa fsex <0) “=. 
2 0 5 


b) A projeção do gráfica sobre Oy nos dá Kf)=[2; + =|. 


6.18) O gráfico da função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 
y=f(x)=ax+b é a reta que passa pelos pontos (1; 2) e (—1; 3) Determine a 
eb 


Solução: 


O ponto (1; 2) pertence à reta e, então, fazendo x= 1 ey = 2a sentença 
y=ax+ b fica satisfeita. 


2=a+b (1) 
Analogamente, como (—1; 3) pertence à reta: 
3=-a+b (Il) 
Resolvendo o sistema constituído pelas equações (|) e (11), obtemos: 
a= 2 eb= EN 
2 2 


6.19) Uma função f tem dominio A = [-1; 2] e é definida pela sentença aberta 
y=ftx)=3x— 1. Faça o gráfico de fe deduza I(f). 


Solução: 


un 
> * 
pa 
Se XxX 
a hle 
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O segmento AB éo gráfico de f. 
O gráfico de f projetado sobre Dy nos da Hf) = [47 5). 


6.20) Seja f: & -—» B uma função real de variável real. Chama-se zero de f todo x, 
xe A tal que fix) = 0 Determine o zero da função f, de R em K, definida por 


fixj=zax+eb a xD. 


Solução: 
Note que para uma unção f, se x É um zero, a sua imagem é zero, isto é, 


fix) = O Para delerminarmos o zero da função definida por f(x) = ax + b, 
a = 0, resolvemos a equação f(x) = O 


o) =0maxrb=0 220 ,y-=2, 


nião, o zero da função polinômio do 1º grau definida por ftx) = ax + b é 


a, ' - fb). 
x ao cito sea E) D 


Exercícios Propostos 


821) Para cada uma das funções definidas pelas sentenças abertas abaixo, 
determine o dominio, q conjunto-magem & esboce o gráfico: 
a) fix)=-3 
bj fix) =0 
e) fix] = —x 
d) fix)=3x+2 

6.22) Delemine o ponto comum dos gráficos das funções f e q definidas 
respectivamente por f(x) = 3x —1 e g(x) = dx + 1 


6 23) Seja a função f. de FZ em R, definidas por: 
[O se x<—1 
fix)=/15e-1Isx<0 
2 sex20 


a) Determine f(—2), H—1), ED) e 2). 
bj) Desenhe o gráfico de f. 
c) Dê lf) 


6.24) Uma função f, de & em X, é definida por: 
| E sax <-— 

2.5€e-Ixx=1 

Veiga se x>1 


E) Desenhe o gráfico de f 
b) Deduza [lh 


fix) =: 


192 


6.25) O gráfico de uma função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 
y=fix)=ax+bêaretada figura Determine aeh. 


6 268) Seja f: A — B uma função real de variável real. Chama-se ponto fixo de fa 
todo x, x e A, tal que f(x) = x, Discutir, segundo os valores de m. a 
existência de ponto fixo para a função de E em K definida por fx) = max + 1. 


6.27) Uma função f tem dominio À = [-2, 1] e é definida pela sentença aberta 
y=fbdy=-x+ 1 Façao gráfico de fe deduza If) 


6.28) Sejam as funções de E em &R, definidas por: 


fix) = 4x + 2 
god= 2x- 1 


a) Resolva a equação fix) - 2-gix)= O 
b) Resolva a inequação f(x) > g(x) 


8.3 - FUNÇÃO CRESCENTE E FUNÇÃO DECRESCENTE 


Função Crescente 
Consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela sentença aberta 
tb) =2x+ 1 


Observe na tabela ou no gráfico que “aumentando-se x", “aumentam” os 
correspondentes valores de y 
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Uma função com tal comportamento diz-se crescente em &. Observe que, 


no exemplo. se atribuirmos a x dois valores reais distintos x1 & x2 tais que X1 <Xz, 
obtém-se f(x,) < f(x2) 


Uma função f, real de variável real, diz-se crescente em |, 1 c D(f) se e 


somente se, para todo x,, x2 E |, tem-se: 


x1 < x2 = f(x) < f(xo) 
Uma forma equivalente para se colocar a definição acima é: 


Uma função f. real de variável real, diz-se crescente em I, | c D(f), se e 
somente se, para todo x, xz E |, x = x», tem-se: 
f(x) — f(x 
6 bm 
X—Xp 


Função Decrescente 
Analogamente, consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela 
sentença aberta 
fix)=-x+1 
Observe agora, na tabela ou no gráfico, que, “aumentando-se” x, “diminuem” 
os correspondentes valores de y: 


Uma função com tal comportamento se diz decrescente em R: Observe no 


exemplo que, se atribuirmos a x dois valores reais distintos x, e xz tais que x, < xz, 
obtém-se: f(x1) > f(x2). 


Uma função f, real de variável real, diz-se decrescente em |, | c D(f) se, e 
somente se, para todo x:, x2 e I, tem-se: 


x1 < x2 => fO0: > fixa) 


Uma forma equivalente para se colocar a definição acima é: 
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Urna função f, real de variável real, diz-se decrescente em E Ico D(f, se e 
somente se, para todo x4, Xxz e 1, X4 = xa, tem-se: 


fi) dg 
Kj—Xa 


Exercícios Resolvidos 


6.29) Verifique que a função definida por fix) = 3x + 1 é crescente em +. 


5.30) 


Solução: 
Devemos calcular fix) — t(x2): 
fx) — fixo) = (3x1 + 1) — (xo + 1) = Six — xa) 
E. dai, para todo x4, x>2 e *X, x) € x; pode-se concluir que: 
fix f(x;)= 3(x,—X,) <O 


negativa 
pais 
2X. 


toa) — fixo) < O 
OG) < for) 
Então, x < x > 04) < fixo), para todo x. Xz e =. e a função & crescente em 
R 


Seja a função polinômio do 1º grau, [, definida por: 
tix)=ax+b a=0 
Verifique que se a > O, fê crescente em x. 


Salução: 
Calculemas fx) — Fixo): 
Hx) — fix) = (aa + b)—taxz + b)=a Ou — xa) 
E, daí, para todo x, Xz € X, Xi = xa, pode-se concluir que: 
Foed-fix)= a O,-x)<0 
poritivo negava. 


pos 
“<<, 


fo) — fe) < O 
fc) < fixa) 
Então, x, < x2 > fix) < fixo), para todo x. xp € 3, & a função é crescente em 


k quando a > 0 
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6.31) Seja a função f. definida pela sentença aberla: 
1 
fto) zo — 
x 


a) Dê o dominio de f 
bj) Venfique que f é decrescente em Re”. 


Solução: 
a) O dominio de f é constituido por todos os valores reais de x tais que 
xa O 
D(f)= E" 
bi Calcutermos f(x) — ftxo): 
1 E 
fix)-ttg)=— EE E E 
X XX XX 
E, dai, paratodo x,, xs e R.º*, x, « x2, pode-se concluir que: 
positivo, pois 


LEA “3 


Hx,)- (x) = E 
1%z 
e 
positivos, pois xy, X2 ce R+* 
f(x) — fixo) > O 
fx) > fixa) 


Então, x4 < x2 => f(x) > f(x2), e a função E é decrescente em Es”. 


»0 


Exercicios Propostos 


8.32) Verifique que a função definida por fix) = —2x + & é decrescente em R, 


65.33) Seja a função polinômio do 71º grau, f, definida por: 
fix)=ax+b, 20 


vernfique que sea < 0, fé decrescente em E. 


6 34) Seja a função f definida pela sentença aberta: 
fo) = a 
x 


Verifique que Fe crescente em po. 


6.35) Seja a função f definida pela sentença aberta: 
ftx) = x2. 


Vernfique que fé crescente em R.. 


196 


6.36) Seja a função f definida pela sentença aberta: 
fb)=(m-1x+3meR. 


a) Determine m para que f seja crescente em R. 


b) Determine m para que f seja decrescente em R. 


6.4 - FUNÇÃO MÓDULO 


Definição e Propriedades 


É a função de R em R que associa a cada número real x o número [x]; 
então, a sentença aberta que a define é: 


LO) = xl | 


O gráfico da função módulo é constituido pela união de duas semi-retas, 
como mostra a figura: 


/ x sex20 


|x| 
| —x, sex <0 


Seu conjunto-imagem é Kf) = R.. 


Exercicios Resolvidos 


6.37) Considere a função f definida por: 
4 se-2sx<-1 
fO)=;|x| se-1<xs1 
e -|, sex>1 
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à) Esboce o gráfico de f. 
bj Determine Dif) e I(f). 
c) Resolva a equação fixj= 1. 


Solução: 


a) Observe que 
TY)se-Z2<x<-f,aretay= 1, paralela ao eixo Ox, representa a função f, 
2) se cx<1,fêrepresentada pelo gráfico de y = |x]; 
3º; se x> 1, fé representada pela reta de equação: y= x—1. 


Então, o gráfico: 


y= 
se-2Ex=—1 
a Es 
e y=x—1 
x |y 
214 1 Io 
não há 2/1 


“rompimento” 


b) A projeção do gráfico de f sobre os eixos Ox e Oy nos dá. 
Dtf) = [-2; + o 
Kf) = Re. 
cj) Resolver a equação fix] = 1 é delerminar todo x, x e DIF lal que a 
imagem seja iguala 1; do gráfico: 
S=ixeB|-ZsxsAvx=ivxao 


5.38) Construa o gráfico da função 1, definida por: 
fix) = [2x] 


Solução: 

A definição de móduio de um número real nos da: 
Se 2x2 0, Isto é, x 20: |2x] = 2x e fix) = 2x 

Se 2x co istoé x 50: |2x]=-2xe fix) = —2x 
Então, 

f2x. se xz0 

fix) =4 
|-2x se x<0 


O gráfico de fe a união de duas semi-retas, como mostra a figura: 
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6.39) 


8.40) 


Hf)= RR 


Construa o gráfico da função f, definida por: 
ftx) = |x + 1] 


Solução: 

A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex+12>0,istoé,sexz-—1: |x+1|=x+1ef)=x+1 
Sex+1<0,istoé sex<s—: |x+1|=-(x+ We f(xy)=-—x—1 
Então, 

x+i se x2-1 

-Xx—-1|, se x<s-—1 


f(x) -| 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas como mostra a figura: 


f) = R+ 


Construa o gráfico da funçao f, definida por: 

fo) = |x|+ 1 
Solução: 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex20: |xg=xef(x)=x+1 
Sex<s0O, |x=-xef(xy)=-x+1 
Então, 
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x+,sex>D 
-xs| sexs0 


(60=| 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas como mostra a figura: 


f)=-*+1A “fo)=*+1 
1 ÇA x 
HD =[1: + 
641) Seja a função Í definida pela sentença aberta: 
09 = LX 
x 


a) Determine f(-2) e f(2). 
b) Determine D(f). 
ce) Construa o gráfico de f, 


Solução: 
|-2]. 2 
f(-2)=— =— = 1 
| to 5 
[874 DR: 
fizye ll =D =1 
(2) id 


b) Devemos ter x = O, isto é D(f) = R.º. 
c) A definição de módulo de um número real nos dá: 


ma 
Sex>0:|x|=x e no = =5=1 
do 
A = 
Sex<0O|x]=--—x e (09 = == 


iai 


Então: 


A sex>0 
fix) = os > 
—, se x>0 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas paralelas ao eixo Ox, como 
mostra a figura: 


200 


RX)= 17 | 


sex<0 
KO) =[=1,1 
6.42) Construa o gráfico da função f, definida por: 
fx) = |x +14 |x—1] 
Solução: 


Inicialmente, determinamos os valores —1 e 1 onde os números x+ 1ex-1 
"mudam" de sinal; então a tabela: 


Na tabela, observe por exemplo que, se x < -1, então x + 1 <0De dai 

|x+1|=-x-— 1, analogamente sex > 1entãox-1>0edai|x-1|=x—1: se 
=-1temse|x+1|=0e|x-1|=2. 

Também, note que f(x) é a soma de |x + 1] com |x — 1]. 

Então, 


-2x, se x <—1 
fO)=,2, se-isx<1 
2x, se x>1 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas mais um segmento de reta, 
como mostra a figura. 


N 
f(x) =—2x 
sex<-—1 E 


Kf) = [2; +00[ 
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Exercicios Propostos 


E 43) Venfique que a função definida por f(x) = 
em ne. 


[x] é crescente em X. e decrescente 


6.44) A função definida por f(x) = pd possui algum ponte fixo? Qual é O seu zero” 


6.45) Considere a função real de variável real definida por: 
toe = 1IXb sex<2Zoux>3 
[2 se Z<x<3 
5) 

a) Determine fi-2), fl2), (5) e fix). 

bj Esboce 6 gráfico de t 

c) Determine DIF e I(f) 

à) Delermine x tal que fix) = 2 
6.45) Construa o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo: 

a) fix)= 21x 

b) fix) = [ax] 

Cc) fix] = Ix— 2] 

d) fix) = |x|- 

Diga, em cada caso, qual é o conjunto-imagem da função. 
5.47) Construa o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo: 

a) fix)= = — edi c) fix) ox 


b) fix)= M +1 
w 
Dé, em cada caso, à domínio e o conjunio-imagem da função. 


5.48) Uma função f, de dominio A = [-2; 2), é definida pelo gráfico abaixo: 


a) Determine ff) 
b) Desenhe o gráfico de uma função 9, de dominio A, definida por 


atxj = LIGO) nto 
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c) Determine I(g). 
d) Resolva a equação f(x) = g(x). 


6.49) Considere a função f, de R em R, definida por: 
69) =|x-1]+|x— 4] 
a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Determine (f). 


6.50) Seja a função f, real de variável real, definida por: 
fo) =-1+|x+1]-2]|x)+|x— 1] 
a) Construa o gráfico de f. 
b) De I(f). 


6.51) Para os números reais ae b, a <b, definem-se: 
máx (a;b)=b 
min (a, b)=a 
Assim, por exemplo, máx (2;3)=3, máx (2;2)=min(2;2)=2.min(2:3)=2. 
Desenhe o gráfico da função f, de R em R, definida por. 
f(x) = máx. (2; |x)) 
Qual é o conjunto-imagem de f? 


6.5 - TRANSFORMAÇÕES NO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Certas transformações (translações, reflexões...) podem ser feitas sobre o 
gráfico de uma função, possibilitando a sua construção com alguma facilidade. 

Vamos examinar as transformações mais importantes. 

Seja, então, a função definida pela sentença aberta y = f(x) & seja o número 
real k, positivo. 


I. O gráfico da função definida por y = f(x) + k pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma transiação de k unidades, na 
direção Oy, “para cima”. 


à Ré y=f6)+k 


O gráfico da função definida por y = f(x) — k pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Oy, “para baixo”. 
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Exemplos 
fo) =|x|+1 
LS 
E A 
] dO fog=Ix] 
AF. 


x 
O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para cima”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| + 1. 
' fod=]x] 
ad 


ae q 
Erê I io) =|x[-1 


O gráfico da função f(x) = |x] sofreu uma translação “para baixo”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| — 1. 


Il. O gráfico da função definida por y = f(x + k) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Ox, “para a esquerda”. 


AM e ye tio 


O gráfico da função definida por y = f(x — k) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Ox, “para a direita”. 
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Exemplos 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para a esquerda”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x + 1]. 


ny 
fo) =x] 


“s 
fo) = |x-1] 


X 
O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para a direita”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x — 1]. 


HI. O gráfico da função definida por y = —f(x) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo 
Ox. 


O gráfico da função definida por y = f(-x) pode ser obtido do gráfico da 
função y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy. 
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Se conhecemos o gráfico da função definida por y = f(x) e quisermos o 
gráfico da função definida por y = If(x)| faz-se a “parte” que estã "abaixo" do eixo 
Ox do gráfico de y = f(x) sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox. 


Exemplos 


fo) =—1x| 


gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma “reflexão” em torno do eixo Ox, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = — jx|. 


Ed fog) =x+1 
comx e [-1; 1) p-.ÍS.... comxe [-1:1] 


Para x e [-1; 1]. o gráfico da função f(x) = x + 1 sofreu uma "reflexão" em 
torno do eixo Oy, obtendo-se o gráfico da função f(x) = —x + 1 (esta se 
obtêm da primeira, substituindo-se x por —x). 


A parte “abaixo” do eixo Ox “reflete” em torno do eixo Ox. y = f(x) > y = [f(x)] 
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Exercicios Resolvidos 


6.52) Construa o gráfico da função definida por f(x) = |x — 1/ + 1. 


Solução: 
translação a translação Ed 
“para a direita” 1 “paracima” 4 ..y 
=x 
y= [x] y=1x-1] y=[x=1[+1 


6.53) Seja a função f, de R em R, definida por: 


[= sex<0 
f(x)=, 0, sex=0 
| (,sex>0 


a) Determine o conjunto-imagem de f. 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza os gráficos das funções deil. 
yv=fix-Ney=fb)+1. 


Solução: 


a) Observe que todo real negativo tem imagem —-1, zero tem imagem zero e 
que todo real positivo tem imagem 1; dai If) = (-1. 0, 1). (Veja o 
exercicio 6.16) 


b) 


f(x) =1 
yY sex>0 


x 


y= tb) +1 
O gráfica de y = f(x) des- O gráfico de y = f(x) 
locou-se “para a direita” deslocou-se “para cima” de 1. 
de 1. 


Exercícios Propostos 

6.54) Desenhe os gráficos das funções definidas abaixo: 
a) fo) =|x| + 2 c) f(x)=|x)—2 
b) fix)=|x+2] d) fix)=|x—2] 


6 55) Desenhe os gráficos das funções definidas pelas sentenças abertas: 
a) y=I|x-2]-1] 
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Db) y=1-|x-1] 
o) y=I-x—11+1] 


6 56) Seja a função f definida por: 


MM se-14x<s0 
f0) = 
x+1] se0<xs1 


a) Desenhe o gráfico de f 
b) Deduza: D(f) e Kf) 


c) Desenhe os gráficos das funções definidas por 
y=fo)+1; y=fx> 1) y=fto) y= 1-0) 


6.57) Considere a função f definida por: 


[-1,se-1<x<0 
f = 
6x) lx se0<x<1 


a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Determine: D(tf) e Mf). 


Desenhe o gráfico da função definida por: y = — f(x). 
d) Resolva a equação: f(x) = x. 
e) Resoiva a inequação: f(x) < 1. 

Desenhe o gráfico da função definida por: y = Jf(x)]. 
g) Resolva a equação: |f(x)| = 1. 


6 58) Dada a função g definida por: 
| 4 sex>0 
O, sex=0 


-4, se x<0 
Desenhe o gráfico da função f, definida por 


fo) = (x+ 1) glx— 1) 


g(x) = 


6.59) Uma função f, de dominio E = [-1; 1] é definida pelo gráfico abaixo: 


ed jomanunsanasas 


Desenhe o gráfico da função definida por y = |f(=x)]. 
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6.6 - FUNÇÃO QUADRÁTICA 
Definição 


É a função de E em R. que associa a cada número real x o número real: 
axé +bx+cax0 então. a sentença aberta que define é; 


flx)= ax +bx+c,a=0 | 
Exemplos 


São guadráticas as lunções definidas pelas sentenças aberas 
a) Rx)=2x-x+2, onde:a=2 b=-ec=2 

bj) fix=-"+4,0onde:a=-1, b=Dec=4 

a) fix) = xº — 4x, onde az=1,b=4ec=0 


Gráfico na Função Quadrática 


Num sistema canesiano ortogonal xOy, o gráfico da função quadrática é 
uma parábola (a demonstração encontra-se no curso de Geometria Analitiça desla 
coleção). 

A sentença aberta que define a função quadrática: y=)=ax +bx+é 
chama-se, então, equação da parábola (que é o gráfico da função). 


Exemplos 


vamos esboçar, com auxilio de uma tabela, os gráficos das funções 
quadráticas definidas pelas senlenças abertas abaixo; 


a) ix)=xX-2x—3 


e 


to) 


manner e 


Fá 
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=-xº— 2x 


b) 16x) 


=0-2x+1 


c) f(x) 


»|t—oO-" 


x 7JO-NO 


sx -2x-1 


d) f(x) 
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Exercícios Resolvidos 


6.50) A função definida por fix) = a2[(x + 17 + ájêé da forma f(x) = ax + bx+e. isto 
é é quadrática Determine a, bee 


Solução: 

Efeluando as operações indicadas, obtemos sucessivamente: 
fx) = 2x + 2x +1+ 4) 

f(x) = 2x] + 4x + 10, 

edala=2,b=4ec=10 


6.51) Da função quadrática definida por fix) = ax? + bx + c sabe-se que 0) = 0. 
fl1j=0e f(2)=2 Detemine a bec, 


Solução: 

H0)=0>€c=0 | à tg 
(N=0=a+b+c=0 po j=a=teb= 
ed vas] cds 


Então. a=1,b=-fec=-0. 
Exercicios Propostos 


662) 45 lunções abaixo são definidas por uma sentença aberta do tipo 
fix) = ax + bx + c a=0, isto é são quacráticas. Para cada uma delas, 
detemine a,bec: 

a) fix) = =x — 4 

bj fod= (x 1 +1 
c) fbhy=-2x (x + 3) 
d) tg) =x 


68.63) O gráfico da função quadrática definida por: f(x) = ax) + bx + c passa pelos 
pontos (0, 1), (1; -1) e (2. -5). Deltemine a, be c. 


5.64) Com auxilio de uma tabela, esboce os gráficos das funções definidas 
abaixo: 
a) fix) = 2x 
bj fix]= x? + x 
0) fox) = =2fx — ay 
d) fpdj = 2x + 


Concavidade da Parábola 


Um lralamento rigoroso de concavidade de uma curva foge dos objetivos 
desle trabalho. Na parábola, a concavidade pode ser “valtada para cima”, como 
nos exemplos a e c, e “voltada para baixo”, como nos exemplos be d O que 
determina O "sentido" dessa concavidade é o sinal do cosficiente de x, 
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Seja a função quadrática definida por: 
f(x) = aê +bx+c 


Se a > 0. a concavidade da parábola estã “voltada para cima”, 
Sea<D aconcavidade da parábola está “voltada para baixo”, 


Zeros da Função Quadrática 
Sabemos que zero da função quadrática definida por. 
f(x) = ax +bx+c 
é todo valor de x para o qual f(x) = O, isto é, todo x que tem imagem igual a zero. 


zero ou 

raiz de f 

No exemplo a a função quadrática possui dois zeros: -1e 3. 

No exemplo c a função quadrática possui um único zero: 1. 

No exemplo d a função quadrática não possui zeros. 

Os zeros da função quadrática definida por: f(x) = ax + bx + c são 
determinados resolvendo-se a equação do 2º grau: ax +bx+c=0 

Então. sendo A = b? — 4ac: 


A > O: a função quadrática possui dois zeros (distintos) 
A = O: a função quadrática possui um único zero 
A < O: a função quadrática não possui zeros (distintos) 


Observe nos exemplos a e b que, se a função quadrática possui dois zeros 
distintos, x1 e xz, O seu gráfico encontra o eixo Ox em dois pontos, cujas abscissas 


são, respectivamente, x, e xa: 
4>0 e a>0 
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Observe no exemplo c que a função quadrática possuí um único zero: xo À 


parábola tem em comum com o eixo Ox um único ponto cuja abscissa € xo. Diz-se. 


caso, que a parábola tangencia o eixo Ox. 


nesse 
A=0 e a>0 A=0 e a<0 
od do 
N na Fá iXg 
>>» : 
iXg x / , i 9 x 
FLEM 
Observe no exemplo d que a função quadrática não possui zeros. A 
parábola não tem ponto comum com o eixo Ox 
A<0O e a>0 A<Q e a<0 
Ná Pá 
=s | 
Exercicios Resolvidos 
6.65) Determine m, m e BR, para que o gráfico da função quadrática definida por. 
f(x) = (m? —-4apê +x+m 
tenha a concavidade "voltada para cima”. 
Solução: 
Para que a concavidade da parábola esteja “voltada para cima” deve-se ter. 
mê-4>0 
edai:im<-20um>2 
6.66) Determine m, m e R, para que a função f, de R em &. definida por: 


Xx> 3x? - 6x—-m 
possua dois zeros distintos. 


Solução: 


Para que a função f possua dois zeros distintos deve-se ter 4 > O 
A=(-62-4 3 (-m) 
36 +12m>0, 


e dai arespostam >-3 
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6.67) 


5.68) 


6.59) 


cid 


Demonstre que se a função quadrática f(x) = ax? + bx + cas 0 possui dois 
zeros distintos, então a função quadrática Hx) = ax + bx + c+m (2Zax + B) 
também possui dois zeros distintos, qualquer que seja m. 


Solução: 
Se a função fix) = ax? + bx + c, por hipótese, possui dois zeros distintos, 
então. 
b? — 4ac >0 () 
A sentença fix) = aé +bx+c+m (Zax + b) escreve-se; 
fx) = ax? + (b + 2am)x + c+mb 
Então, 


A=(b+2amp- da(e+mb) 
a=b?+ aabm+ dam” — 4ae — 4abm 


a=b?-4ac+ 4aºm? 


fifa CIRO») não-nEgatvo 
por rpolesé E urm 
[ quadrado 


Dat, > De a tese esta demonstrada. 


Verifique que se az 1, a função: 
fby=(a-1)+(a+rsa-a 
possui dois zeros distinios 


Solução: 
Se ax 1,a função é quadrática; devemos verificar que 4 > O. 
a=(a+5)-s(a-1)-a 
s=2'+1iDa+25-da+d-a 
A=al+Sa +79 
Qra, à é um trinóômio do 2º grai, cujo discriminante é: 

ac5-4 29=-91 
Como & <0Dotrinômioasa=a'+S5a+ 29 tem, para todo a, o sinal do 
coeficiente de a”, isto é 4 > O para todo a. Então, para lodo a, a = 1,a 
função possui dois zeros distintos 


Dada a função É de Rem R, definida por: 
fog) =oê ++ 
determine k para que Í possua Um único zero. 
Solução: 
Se k = 0,1 é função polinômio do 1º grau e possui um único zero: —1 


Se k » O, É é função quadratica; então para que Ff possua um Único zero 
deve-se ter: 4=0 


a=1-dk=Q=ko= k 
q 
Dai. para que f possua um única zero deve-se ter: k=O0 ouk= ar 


Exercícios Propostos 


6.70) Determine m para que o gráfico da função quadrática definida por: 


671) 


6.72) 


6.73) 


6.74) 


6.75) 


5.76) 


6.77) 


6.78) 


6.79) 


fig=0168- mp + 2x—1 
tenha a concavidade “voltada para baixo”. 


Delermine, se existirem, os zeros das funções definidas por 
e) fixj=x—4x+3 
9 fixj=x-6x+9 
g) ixy=-2 —x—1 


a) fix) = E 
bj Hx)= 40 +x 
co) fig)=x]+1 
dy Hx) = —3xº 


Determine, se existirem, os pontos fixos das funções definidas por 
o ig)=x+x+1 


a) =x -5x+5 
bj bj) =0=—x+ 1 


Determine k para que a função quadrática definida por: 


fixyp=n2+kx + 1 
admita pelo menos um zero. 


Determine k para que a função quadrática: 
Ex) = ko + 2x + 1 


admita um ânico zero. 


Determine k para que a função quadrática: 
fix = 30 + Ikx + 9 


não admita zeros. 


Discutir, segundo os valores de m, o número de pontos fixos da função de K 


em R, definida por; 


verifique que a função quadrática definida por: 


ixp= mx + 1 


possui pelo menos um zero se a e b são as medidas dos catetos de um 


triangulo retângulo em que h é a medida da altura relativa à hipotenusa. 


Sejam A =[1;,6]e as funções de À em Z, fe q, definidas por: 


foy=x*—4x— 5 


g(x) = 


— fer 1H) |] 
2 


Resolva a equação: f(x) = gb. 


Seja a função reai de variável real definida por: 


fix) 


aix* -1)+ bx 
ape —1)-bx 


Es 
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aj Vernfique que, quaisquer que sejam a e b, existem dois valores x, com 
sinais conlrários, para 05 quais não exisle f(x). 
bj Resolva e equação: fixi= 1. 


Máximo e Minimo 
Seja f uma função real de variável real, 
O número ym, ym & If), diz-se valor máximo de fse e somente se. 


ym 2 fix) 
para todo x e D(N) 
O número ym. ym E Wf), diz-se valor minimo de [ se e somente se: 


Ym E fix) 
para todo x e DIf). 


Teorema 


Seja f uma função quagrálica definida por: 
fby=ax+bx+ca=0. 


Quando a > O, fadmite um valor minimo vo = = 


E EDER —A 
Quando a < 0, fadmite um valor máximo vy = pr em x 
a 


Demanstração 
A sentença que define = função quadrática, escrita na forma canônica & 
a 
X+— ] api 
2a, da 


fix)= a (|) (veja item 4.4) 


Jbserve que, para todo x real: 
2 
(x + a | 20, 
2a) 


z 
isto & a expressão (e >] |, Um quadrado perfeito, é sempre maior ou igual e 


-b 
Fero, o seu menor valor É zero que se dá em x = E 
a 


E ê -A 
Observe também que o número rs não depende de x: é constante. 
a 


Então: 

1) Se a > 0 fix) assumirá valor minimo quando a diferença 
( pf a -b 
xs -—— assumir 0 seu menor valor, isto é quando x=-—. E, 
2a) aa 2a 


substituindo x por > em fl), obtêm-se: y, = = 
a 
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2*) Se a «< 0 fix) assumirá valor máxima quando a diferença 


4 -b 
K+ -—--— assumir o seu menor valor asto, quando x=-— E, 
2a sa* 2a 
: =b =A 
substituindo x por — em (Il, obtêm-se: yy, = —. 
ca 4a 


Nossa demonstração está completada 


O valor máximo de fe o valor minimo de t denominam-se valores extremos 
ou extremos de f. 


Então. a função quadrática definida por 
ij=ad+bx+c,a=0 
-b 
assume um valar extremo em x= o 
a 
Esse valor é minima se a > Je é máximo se a = 0). Se yu ocorre, ym Não 
Deorre e Inversâmente, 


O valor extremo é dado por vem = E: 


Exemplos 


a) A função quadrática definida por, 
fix) = 5x) — 50x + 39 


admite um valor minimo em x = E aa =5 € Ym= PRE -86 
2.5 da 4.5 
b) A função quadrática definida par. 
f(x) = -4,x7 + 40x — 73 


: Ras -b -40 4 «32 
admite um valor máximo emu =— = 


=5 =— s — 
2a 2-(04) OND 4s Caça) 


vértice — Eixo de Simetria 


Seja a função quadrática [, definida por: 
fixcad+bx+ca=0 


O gráfico da função [ é uma parábola, o ponto Veia) dennmina-se 


|2a da 
vértice da parábela. 
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A reta (r), vertical, que passa por V, é um eixo de simetria da parábola, isto 


significa que se o ponto A(- sa -ho y) pendence à parábola, o ponto 
a 


at a +k, y ] também pertence à parábola. 


Observações sobre a Gráfico da Função Quadrática 


Seja a função quadrálica, f, definida por: 
ij=a+bx+cas0 
Sempre que quisermos esboçar o gráfico de f devemos buscar as seguintes 
informações: 
4º) Concavidade: se a > OD a concavigade estã "voltada para cima” e se 
a «0a concavidade está “voltada para baixo”. 


b 
2”) Eixo de simetria: É a reta (r) vertical, que passa pelo ponto[- =:0ho 


gráfico & simétrico em relação a (r). 


3º) Zeros: resolvemos a equação aê +bx+c=0 
Se s4>0: a parábola encontra o eixo Ox em dois pontos, (x, 0) e (xa; D), 
onde x, & x2 são as raízes da equação. 


: sa e: Ds 
Se Aa=0 a parábola 'tangencia” o eixo Ox no ponto (-5:0) note que 


b. , 
E é à Unica raiz da equação. 
a 


Se a<0.a parábola não tem ponto comum com o eixo Ox. 


4º) Vértice: é o ponto (==) que é “máximo” sea < De é “minimo” se 
a” 0 
59 0 ponto (O c) go ponto de encontro da parábola com o eixo Oy. 


Exemplos 


a) Esboçar o gráfico da função quadrática definida por. f(x) = x -3x+2 
Concavidade:a=1>0;aconcavidade está “voltada para cima”. 
: ; -b 3 
Eixo de simetria: é a reta verlical que passa por: [55:0) = [5:0) 


Zeros: resolvendo É -dx+2= O, encontramos m=1em=2Z a 
parábola encontra 0 eixo Ox nos pontos [1; 0) e (2,0). 
b 3 A A [3,1 
Vértice: — == e —=— = Vi=i—1 
RARE REST Dag (24 ) 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; 2). 
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b) 


c) 


E) 

a 

“em 
ge 


ZN e 


N.º 
d 2 
1 [557 x 
4 
y : 
Esboçar o gráfico da função quadrática definida por: f(x) = -x2 + 2x — 1 
Concavidade: a=-—1 <0; a concavidade está “voltada para baixo”. 


Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por. [>2:0 [=(%0) 
(2a ) 


Zeros: resolvendo —x? + 2x — 1 = O, encontramos x = 1; a parábola 
“tangencia” o eixo Ox no ponto (1; 0). 
Vértice: D=1 e 22losM(t0) 
2a 4a 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; —1) 


y (r) 


Esboçar o gráfico da função quadrática definida por f(x) = x +2x+2 


Concavidade: a=1> 0; a concavidade está “voltada para cima”. 
4 
-b 
Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por (750 = (- LO). 
Zeros: a equação 2 +2x+2=0 possui à4 < O; função não apresenta 
zeros e a parábola não encontra o eixo Ox. 
Pao — -4º00 —(—4 
Vértice: = =-1e— = sm =1=> V(—1.1) 
2a 4a 4 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0: 2). 
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Conjunto-Imagem 
Seja fa função quadrática definida por: 
ix)=axé+bx+e, ax0 
Para determinarmos I(f) há duas situações que devem ser consideradas: 


1)a > 0. a concavidade da parábola está "voltada para cima”, a projeção do 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 
a] 


K)=[yreRiy= 55, 


Note que a posição do eixo Ox é irrelevante. 


2)a < 0º a concavidade da parábola está “voltada para baixo”; a projeção do 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 
| 


-— A, 
U=[yeRlys To 


Exempios 


a) Seja a função quadrática definida por f(x) = 2x] — 3x + 1. A concavidade 
da parábola está "voltada para cima” e = = z 
a 


Então: 


tD=[veriya-Sh=|-Sime 
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b) Seja a função quadrática definida por: f(x) = x — 1. A concavidade da 
parábola está “voltada para baixo” e = =—1. 
Então: 
UD=(yeRlys—)=]-=,—1] 
Um Resumo Gráfico 
Para a função quadrática definida por: 
fx)=axX +bx+caz0 


podemos obter as situações seguintes para c gráfico e seu conjunto-imagem: 


(N=(pelRIy2-55] | (D=(elRIyS-D5) | 


N)=(ye IR|y2z0 (WD) =(ye IRiy<O) 
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D=(yelRiy=-55) (n=GeIRIyS-35) 


Exercicios Resolvidos 


6.80) Seja a função quadrática, f, definida por. 
x) == + mx + 1 

Determine m para que f apresente um valor máximo igual a 5. 

Solução: 

Como a=-1<0, efetivamente [admite um valor máximo, vm: 
de di -im? + 4) 

“4a = 

E então m=49oum=-4 


=55m'44=20>mMº=16 


6.81) Uma função quadrática é definida por: 
py=meé+2x+1m=0 
Determine m para que ela admita um minimo em x = —1 
Qual é esse valor minimo”? 


Solução: 
Para que a função admita um valor minmo deve-se ter m > O 
ta conctavidade da parábola deve estar “voltada para cima”). 
-D —2 
Esse valorminimo dá-se em x=— =— ==. 
2a 2m 


Dai, -2m=-2Z e então ms 1 (aceitável, poism > 0). 


6.82) A soma de dois números reais positivos é 12. Qual é o maior valor que O 
próodulo desses dois numeros pode assumir? 


dci 


5.83) 


6.84) 


Solução: 


sejam xe J2- x os números; se vê o produto deles: 


v=x(12—x) 
y=-= + 12x 
À sentença acima define uma função quadrática na quala = —1i < O; então, 
ela apresenta um máximo: 
-à  —Íd4d 
.— =—— = 36 
Ya da —4 
O máximo valor do produto y É ym = 36; ele se dá em: 
—b 
Xx=-— =6, 
2a 


Seja o inlervalo A=[-1:3]ea lunção de A em E definida por 
fby=x"—4 
Determine ltf) 


Solução: 
A sentença fix) = X-4ég equação da parábola da figura abaixo; apenas 
um “arco” dessa parábola é o gráfico da função dada: aquele para o qual 


xe [=1:3] 
Observe que fl-1)= -Je fig)=-5. 


A projeção do gráfico da função sobre 0 eixo Oy nos dá I(f) = [—4: 5) 


Q gráfico da função quadrática definida pela fórmula: 
fo) = a +bxtc 
[3 
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& a parábola da figura acima. Determine os sinais dea Db ce A= p” — das 


Solução: 


A parábola tem a congavidade “voltada para cima" então a > O. 
O vêntice da parábola é um ponto de |V quadrante; sua abscissa É positiva: 


Do p-butiesbeo 
êa 


O ponto (O, c) de encontro da parábola com o eixo Oy está “abaixo” da 
orgem, então c< 0. 

A parábola encontra o eixo Ox em dois pontos, isto é a função possui dois 
zeros a=b?-4ac>0 


6 85) A parábola de equação y = ax? + bx + c passa pelo ponto (1, 6) e 0 seu 
vérice é o ponto [-1;,2) Delerminge a be c 


Solução: 


O ponto (1, 6) pertence à parábola, então, sua equação fica salisfeita se 
fizermos a substituição x=1ey=5 
a+b+c=6(]) 


vago DP =. E bl dec) 26 dai; 
2a 4a 
b = Za (ll) 
-b? + dac = Ba (III 
Substituindo (11) em (1), abtém-se: 
ja +c=6 


edai c=6- Ga (IV) 
Substituindo (1) e (1) em (1), obtemos: 
—4aº + d4a(6 — Ja) = Ba 
—16aº + 183 = 0 
ta=0 (rejeitada pois a & 0) 


dai -18a [a-1)=0/ 
e dal ata À lla=1l 


Para az 1, obtémseem (le (Vi b=2ec=3 


6.86) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
fbey = |x2— 4x + 3] 
Solução: 


Inicialmente desenhamos a parábola de equação: y = x] — 4x + 3 e em 
seguida. para oblermos o gráfico de f, fazemos a “parte” que está “abaixo” 
do eixo Ox sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox: 
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6.87) Desenhe o gráfico da função f definida por: 


6.88) 


f(x) = (| — 1) - (x + 2) 

Solução: 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex>0: Ix=xefixz=(x-1)(x+2)=xX+x-2 
Sex<o0O:. |x =-xe f(x) = (=x — 1) (x +2)=»É-3x-2 
Então, 

x +x-2 sex2>20 
f(x) = 

-x2-3x-2,sex<0 
Para obtermos o gráfico de f, desenhamos as parábolas de equações 
y=xX+x-2ey=-x-3x- 2; da primeira tomamos o “arco” constituido 
pelos pontos para os quais x > O, e da segunda, o “arco” constituido pelos 
pontos para Os quais x < O: 


e fix)=x2+x—2 
i parax 20 


(9) =IR 


fo)y=-—-x2-3x—2 
parax<sO a 


/ 


Desenhe o gráfico da função f definida por: 
x* —1 
E 


f(x) = 


Solução: 


Observe que o dominio da função fé D(f) = R-—(1;—1) 


A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex -1>0,istoé x<-10ux>1,|x-1=x-1e 
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x 10 + (x 1) E 


fix] = 41 
id E 1 x —1 
Sex-1I<0istoê -I<xspé-li=-(x-1je 
a Fa 2 
fo) EO Mt MD, gatos 
SS) (2-1) 


Então, 
z 

dE |x +, se x<-— oux>1 

|-x2-4se-t<x<1 


O gráfico da função festá na figura abaixo: 


fgj=x"+ 1 
parax<-10ux>1 


HBb=]-2-1)JU]ãa+=< 


x 


Ata yes! 


para-1 <x<1 


) 


“aa, 


“en. 


Exercicios Propostos 


6.89) Para cada uma das funções definidas abaixo, determine os valores 


extremos: 

a) fbj= 3x — 12x + 8 d) fix)= 202 +11 
b) x)=2x])+8x—3 e) f(x) = —x? 

c) fix) = 2x] + 20x + 17 


6.50) Seja a função quadrática definida por: 
Tb => + 2x + mM 
Determine m para que a função admita um valor minimo iguala 3 


6.91) Seja a função quadrática definida por: 
fixg=mX+2x+4m=0 
Delermine m para que a função admita um valor máximo em x = 1. 


6.92) Seja a função f, quadrática, definida pela sentença: 
fo) =(m= sm 1)x+2 
Determine m para que f admita um valor máximo igual a f(—2). 
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6.93) 


6.94) 


6.95) 


6 86) 


6.97) 


6.98) 


6.99) 


6.100) 


À parábola de equação y = ax + bx + passa pelos pontos (2; 3) e |-1; 6). 
O seu vértice tem abscissa x = 1, Detemine a, be c. 


O gráfico de y = x) + bx + c tem um “minimo” no ponto ti; 2). Determine be 
c. 


Ache a interseção das parábolas de equações; 
y=x$+x-2 
y=-+3x+2 


A soma de dois números reais positivos é A. Qual é o mator valor que 0 
produto desses dois números pode assumir? 


& soma de dois números reais é 8, Determine-os sabendo-se que a soma de 
seus cubos é miruma. 


De todos os retângulos de mesmo perimelro, o quadrado é aquele que 
possui maior área Demonstre! 


Uma fábrica de televisores determina que se devem produzir x unidades em 
uma semana. O custo dessa produção (em reais) é dado por. 


Cho) = Bxº + 1100x + 1000 
O dinheiro recebido na venda das x unidades (em reais) é dado por: 
Mix) = 3x? + 1700x 
Quantos televisores devem ser fabricados, em uma semana, para que o 
lucro seja máximo? 


Seja à equação do 2º grau: 
ê-me+m-2=0 
Determine m para que a soma dos quadrados de suas raízes seja minima, 


5.101) Esboçar os gráficos das funções quadráticas definidas por. 


6.102) 


6.103) 


6.104) 


8.105) 


a) fog) =x" 1 

bj fo) =2x]-3x+ 1 
o) ixj=-x+6x-9 
dO figo ade x+ 1 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
fby=x2-|x|-2 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
o=x--2+3 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
fix] = [4º — i]- 3x 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
fog) = pé = 1/+x 
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Deduza o número de soluções da equação px — ij+x+k=0, segundo os 
valores de k. 


6.105) Desenhe o gráfico da função: 


x)=x+x dx 1 


6107) Desenhe o gráfico da função: 
foo = 08-14 = pe = fil 


6.108) O gráfico da função quadrática definida por: 
f(x] =aXé-bx+e 
é a parábola da figura ao lado. Dar os sinais de: a, b,c b?-4ac a-b+c, 
arb+ca-2b + de. 
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5.109) Seja A = [-1, 1] e considere a função de A em E definida por 
fog] = —x2 + 4, Esboce o gráfico da função e determine o seu conjunto- 
imagem. 


6.110) Dê o conjunto-imagem de cada uma das funções definidas abaixo; 


a) o) = 50 +x-2 d io)= x +x 
b) fx) == +2x—1 e) ix)=2DÊ+8 
co o)=-32 +x+2 Dn fix) = —? 


6.111) Seja a função quadrática definida por: 
fo) = =x? + x + 4m 


Delermine m para que (f)= (ye R|y<s2). 
6.112) Ao lado estão os gráficas das funções definidas pelas sentenças abertas: 


(1) y=ax +2bx+c 
(2) y= 6 +2mx+m 
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Dar os sinais de: 


a) a 
b) € 
c) b?—- ac 
d) m?- tn 


e) (b? — 2mab + na? 


N x 
(2) 


a 


6.113) Determine m para que o domínio da função definida por: 


fo) = (x2 + mx+1)2 


seja R. 


6.7 - POSIÇÃO DE UM NÚMERO EM RELAÇÃO ÀS RAÍZES DE UMA EQUAÇÃO 
DO 2º GRAU 


Seja a função quadrática f, definida por: 
f(x)=ax +bx+c,az0, 
e consideremos a equação do 2º grau ax? +bx+c=0, associada à função f. 


Sejam x1 € X2, X1 £< Xx2, as raizes dessa equação; note que x; € xz são OS 
zeros de f. 


Problema 


Dado um número real « queremos venficar se: 
1º) a <x $ x2 isto é se q está “à esquerda” de x:: 


«4 X, Xa A K= X> 
à a Ê a 


[= emp 
ou2)x, <a<xa isto é, se a estã “entre” as raizes: 


X4 Ex X2 
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ou 3x, s x <a, isto é se a está “á direita” de x7 


x 2 E] X,= X2 «e 
: : : z - + 


à solução do problema baseia-se nos dois teoremas que seguem: 


Teorema 


«< 


Sea -fia)€ O, então f admite dois zeros distintos x, =X, EX) Tn <a 


Demonstração 


Se fosse 4 < O teriamos flo) = O ou f(x) com mesmo sinal de a, isto é, 
afta) & D, o que contraria a hipótese afla) < O, então à > De f admite dois zeros x 
e x», distintos. Admitamos x4 < Xp. 

Se q estivesse “à esquerda” de x ou “a direita” de x, fic) teria é mesma 
sinalde a, isto & afim] > O, e também, se « fosse um zero de f teriamos afim) = O. 
Ora, as siltações acima contrariam a hipótese feita e devem ser rejeitadas. Então, 
por exclusão, temos 


X <a xa 
Veja as ilustrações: 


Neca — RN 


— 0 X, 6 Xs % 
Ha) 
a>b a«<0 
He) < à, ia fta)> ' RS 
Teorema 


Se aflo) > De 4 > 0, então f admite 08 ZElos X EX MM E Xx à <kx EX OU 
RENT. 


Demonstração 


Supondo 4 > O, não podemos ter x, ao «x; pois viria aflw) £ D o que 
contradiz a hipótese af(c) > O, 

Supondo A = Ô, não podemos ter «a = x, = xa pois viria afla) = 0, o que 
contradiz a hipótese af(a) > O, 

Então, por exclusão, temos 2 S x EX OU KM SK TE 

Observe que sea > O ec aflg) > D, «q estã “à esquerda" de x, ou “à direita” de 
x. Para decidirmos qual das duas situações se verifica, devemos comparar e com 


; ; E -b 
um número que esteja entre os zeros de f. Geralmente, o número utilizado é EA 


(abscissa do vérlice da parábola, ou ainda, a semi-soma dos zeros de f): 
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Seus< E a está "à esquerda" de x 


auf 2a gx 


Sea> pt : «q está “à direita” de x 
2a 
xXx 2a X aq 


Observe também que se A = 0 e af(g) > O, para sabermos se a estã “à 
esquerda” de xy = xz ou “à direita” de xz = x,, compara-se a diretamente com 


a<o0o 


fa) <o Fa f(0)>0 


Resumo 


Seja a função quadrática f, definida por: 
ftx)=axé+bx+ca=0 
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Seja « um número real que deve ser comparado aos zeros de tou às raizes 
da equação do 2" grau ax +bx+c= U sejam x1 € Xa, X1 < xa essas raizes. Então 


Condições Posição da número à 
alla) = O « é um zero de f 


alta) < O 


itinjs00as 0“ ali? 
Za 


Silos dada GR aa 
2a 


sines e ns 
2a 


alto Opte dis ESSE 
2a 


Exemplos 


a) Comparar o número q = 1 com as raizes da equação: 

x -3x+1=0 
Tem-sea=1eliu)=ftij=— edeaiafla)< O, então, a equação possui 
duas raízes distintas e o = 1 estã “entre” essas raizes; também se diz 
que “mx = 1 é mlerno ao intervalo das raizes” 

&4 1 Ko E 


b) Comparar o número q = 4 com os zeros da função quadrática definida 
por. 
fx) 2x) — 7x + 1 
Tem-se a=2elao)j=H4)=5edaiafln)>0 4=41, então a função 
admite dois zeros distintos e “Y = 4 & extemo ao intervalo dos zeros"; 


-p 7 a ; ; 
como — = a <o=4, a=4 está'"ã direita do intervalo” 


E 
Ka 4 Ho 4 


c) Comparar à número e = —1 com as ralzes da equação: 
3$ > 7x-1=0 
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Temsea=3eliu)=H-1)=9edaiafla)>0, A4=81>0 então a 
equação admite duas raizes distintas e “a = —1 & extemo ao intervalo 


-D ? 
das raizes”, como GE = g >»>0u=-|, & = -Jestá “à esquerda do intervalo": 
a 
Rá 
=1 X 6 Xz 
———— 


Exercicios Resolvidos 


8114) Determine o parâmetro m para que a equação: 
(2m-1x =(3m+2x+mM+3=0 
admita duas raizes x,e x lais que x, < 2 < xa, 


Solução: 
A condição fÚúnica) é: af(ve) < 0. 
Temos. 
a=2m-1 
floJ=H2)=(2m- 192? -(3m +22 +m+3=3m-5 
Então: 


(em -1W)t3m-5)<0 


edaia resposta À ams E 
2 3 


8.115) Seja a função definida por. 
Ro) =(2m+ 1pé-dx-2m +4 
Determine o número real m para que f admita 05 zeros x, e xp tais que 
visa <A. 
Solução: 


As condições que se devem impor são traduzidas pelo sistema de 
inequações simultâneas: 


al (1) 
af(z) > O (I1y 
-b 
— «1 WI 
Ei LI) 
mizm-— 3) » O (1) 
O sistema acima escreve-se. | 2m+1>0 (II) 
1-2m am 
em+1 | 


1 
Então, a resposta é é E «mo. 
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6.115)  Mostrs, sem formar o discriminanie, que a equação: 
(x-pt-qg-É=0,r=0 


admite duas raizes distintas. 
Compare os numeros p & q com as raízes da equação 


Solução: 
E >» 0: a equação admite duas raizes 


a=1 
TS afípj«0 e dai distintas 
fip) = =P NL R está “entre” as raizes da equação 


fiq)= pPeo— altq) « O e, então, q está “entre” as raizes da equação 


Exercicios Propostos 


6.117) Comparar o número « com as raízes das equações seguintes: 


a) W$-7x—-4=0 e = 
b) 2º -3x-25=0 e u=-3 
co) x -6x+4=0 E u=6 
0) 3X -26x+54=0 e a=3 
5.118) Determine o número real m para que o número 2 esteja “entre” as ralzes 


da equação mx —-2tm + txt m=0 mz 0. 
8.119) Seja a equação: à 
x? — Gmx + (2 — 2m + 8m?)= 0 

Determine m para que suas raizes x, E xo satisfaçam à condição: 3 «< x 5x2 


6.120) Seja a equação: 
w-mx+2=0 


Determine m para que suas raízes x; e xz satisfaçam à condição: 
Dex gx da 
6.121) Determine o parâmetro a para que as ralzes da equação: 
ê+x+a=0 
Sejam maiores do que a. 


Compare os números -1, 1,2 2 3 com as raizes da equação: 


8.122) 
x-itx-D-migg+i)ix-2=0m al 


6.123) Considere a função quadrática definida por. 
fix) = (x— phtx- q) + ix— q) (en) + (xr) (x —p) 
compeqer. 
Deguza, sem formar 6 ciscriminante, que a equação fix) = Q admite duas 
raizes distintas. Compare os números p, qe r com as raizes da equação 
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5.124) Sejam a função quadrálica f definida por: 
t)yraé+bx+c 220 
é Os números reais a e fitais Que q < [3 


Verifique que se f(x) * fp) < O, então f admite dois zeros distintos e um e 
somente um dos números « e | pertence ap intervalo das raizes. 


6. 1251) Considere a função quadrática definida por. 
f(x)=(3a-2)pé + 2ax + 3a, 


Determine a para que a equação fix) = O admita uma raiz e uma só “pote” 
-100. 
(Sugestão: exercicio anterior.) 


6.8 - OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


1. Função Definida pela Sentença Aberta f(x) = x 


Consideremos a função f, de R em &, que associa a cada nú... 


número x 


A função fê crescente em R, pois para todo real x,, e todo real xs, tem-se: 


mem >x ex 


O gráfico de f é mostrado na figura: 
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« 


À projeção do gráfico de f sobre o eixo Oy nos dá: If) = R. 


2. Função Definida pela Sentença Aberta f(x) = 


»€ | a 


Consideremos a função d, de R* em R, que associa a cada número real x, 


- 1 
x=0,0 numero —: 
x 


A função é decrescente em R.*, e também é decrescente em E.*. 


O gráfico de f é uma hipérbole eguilátera (ver o curso de Geometria Analitica 
desta coleção): 


E 
E 
= 4 
3 “3 
-2/ 1 


djs coj- ja =! mn 


A Projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: Kf)= R”. 
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3. Função Maior Inteiro 


E a função f, de R em R, que associa a cada número real x 0 número [x] que 
é o maior inteiro que não supera x: 


fiZz5P 
169) = [x] 
A figura abaixo ilustra qual é a correspondência definida pela função f. 


-3 -2 —1,6 —1-0,8 O] 0,7 1 2 24 3 


-3sx<-2 fo)=-3 
-2 sx <=1: f(x) =-2 
-1 sx<0O fl) =—1 
O<xx<1:f(x)=0 
Iisx<2: f(x)=1 
25<x<3: f(x)=2 
3<x<a fo)=3 


Observe que I(f) = Z. 
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Exercicios Resolvidos 


6 126) Desenhe o gráfico da função f definida por f(x) = po. 


Solução: 
Para obtermos o gráfico da função f, desenhamos o gráfico da função 
definida por y = x e aquela parte que se situa “abaixo” do eixo Ox sofre 


uma reflexão em torno desse eixo: 


sobre reflexão « 
em torno de Ox 


6.127) Seja a função f definida pela sentença aberta: 


1 
dida 


a) Determine D(f). 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza I(f). 


Solução: 


a) Devemosterx- 10, istoé, D(f)=R — (1). 
b) Para se obter o gráfico de f, desenhamos o gráfico da função g 


1 
definida por g(x)=—;,e, como f(x) = g(x — 1), “deslocamos” o gráfico 
x 


de g para a direita de 1 unidade: 


Hf) = 1R* 
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6 128) Seja a função f, de E em K, definida por: 


f(x) = x — [x] 
Tal função denomina-se função mantissa 
Desenhe o gráfico de fe deduza a seu conjunto-imagem 


Solução: 
Dex<1:[x=0efixy)=x 


tex<2 [M=telig=x-1 
2:x<3[N]=2elixgy=x-2 


-IxxcO[j=-iefix)=x+1 
-2ex<-1[|xN=-Z2eftg=x+2 
-3Jex<-Z2 [x]=-3elix)-x+3 


A projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: E) = [0; 1[ 


Exercícios Propostos 
8129) Seja a função f definida por 
fd) = axa 0 


Determine a para que f seja: 
a) crescente em R 


b) decrescente em & 


6.130) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
fog =| (x +27 |+1 
Determine ICI). 


6.131) Desenhe o gráfico da função definida por: 
fg) = é: [xl 


6.132) Seja a função f, de R* em K, definida pela sentença aberta: 
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6 133) 


5 134) 


6.135) 


6.136) 
8.137) 
6.138) 
6.139) 
6.140) 


6.141) 


6142) 
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fix) = A 
x 


a) Demonslre que fé decrescente em Rº 


bj Demonstre que Tê decrescente em K, 
c) Delermine os pontos fixos de Í 


Com auxílio de uma tabela, esboce o gráfico da função definida por. 


Desenhe 6 gráfico da função definida por: 
fix] = 1x 
x 


Nos exercicios de 6.145 a 8.139 desenhe os gráficos das funções 
definidas pelas sentenças abertas 


fix) - a 


2. 
fix) = 1[x]] 
tt) = [aff 
fd) =x + [x] 


fog = (Mx 

Resolva as equações: 

a) [xj=3 

D) 4[x]'-36[x]+45=0 


Resolva a equação: |x| = [x] 


Delermine os pontes fixos da função maior inteiro 


Exercícios Suplementares 


111) 


n!.2) 


11.3) 


14) 


11.5) 


16) 


7) 


11.8) 


SeaS=(x|xeZalsx<nne Z.') Forma-se S? Qual é a soma dos 
produtos obtidos multiplicando-se as coordenadas de cada par de Sº? 


Seja 'K uma relação de equivalência definida sobre À. Seja a um elemento 
qualquer de A. O subconjunto de A: 


CazfxlxeAsnxK a) 
chama-se ciasse de equivalência de a com relação à equivalência N 
Seja a relação W, sobre Z, definida por. 
N=tx. ye EA |x-y é divisivel por 3). 


Verifique que 7 é uma relação de equivalência. 
Qual é a classe de equivalência de zero com relação à equivalência Ni? 


Seja W uma relação de Ri em H definida por: 
u=fy)eN|x+3y= 12) 
a) Determine m por enumeração dos pares ordenados que a constituem 
b) Dê D4M) e Im) 
c) Determine sm”? 


Determine o dominio de cada uma das funções definidas por 


o tx+ Dix 2) 
a) Re 
— Vã-x 
2 Oia 


Desenhe o gráfico da função real de variável real definida por. 
2 
x(xó —1) 


fix)=x-2+ 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
f(x) = x = |2x— 1] 
Seja a função quadrática definida por 


f 1 
fox) = (2x+ 5 3x 2j+a 


1 
Sabe-se que f(x) > O sex =: equeft)< 0 sexo ex< > 
Determine a e xp. 


As raizes da equação: 
e(m + 3bê — 3tm — 1)x + 4m = 0 
são x, e xz. Determinem para que x < 3 < x 
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ll9) Considere a função quadrática definida por 
fo)=m(x-1)(x-2)+2x-3,m=0 


Determine f(1) e f(2). Concluir que a equação f(x) = O admite raizes distintas 
qualquer que seja o parâmetro m. Compare os números 1 e 2 com as raizes 


da equação f(x) = 0. 


W/1.10) Desenhe o gráfico da função definida por: 
[x=1] 


f > D——— 
ET 


111.11) Dá-se o quadrado ABCD de lado Q (veja a figura). Dos vértices traçam-se 
os segmentos iguais AM,BN,CP e DQ e os pontos M, N, P e Q unem-se 


formando um quadrado. Determinar med( AM) para que seja minima a àrea 
do quadrado MNPQ. 
P Cc 


a 


A M B 
«) Condição para que o dominio da função definida por: 
1 
fo) = [px? +2/(a+2)p-x+2] 
seja E. 
111 13) Considere a função definida por: 
lx) = x [x] 
Desenhe o seu gráfico para 1 sx < 2. 
111 14) Seja a função f definida por: 
fx) = 
Calcule f(1) + f(2) +... + f(100). 


1 
x(x + 1) 


H1. 15) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
|x+1/-|x-1] 
bo 


fOO) = 


Determine i(f). 
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Capítulo 7 — Equações e inequações irracionais 


w 


Capítulo 


/ 


th) 


—— — — 


Equações e inequações irracionais 


7.1 - EQUAÇÕES IRRACIONAIS 
Equações irracionais são aquelas que apresentam variavel sob radical. 


Exemplos 


a) A equação dJx-3=2x & irracional. 
b) A equação Y2x+1+1=x é irracional. 
c) Aequação (x-2)? -2x+1=0 éirracional, pois (x-2)2 = Jx-2 
ântes de passar à resolução das equações irracionais, devemos lembrar 
alguns fatos imporlantes; 
1º) Quando escrevemos Y estamos nos referindo ao número 3, isto é, 
9-3 e não podemos escrever Yo -=-3. De modo geral 8 o que 
ocorre com radicais de indice par. 
Exemplos 


a iB=2 

b) É falso que 415 = -2 
Quando trabalhamos com radicais de indice impar, esse problem 
aparece. 


Exemplos 
a, Y-8=-2 
b) YB=2 


2º) No conjunto dos números reais, não existe raiz de indice par à 
negativo. 


Exemplos 


a) No conjunto dos números reais não exisle J-d 
bj No conjunto dos números reais não existe Y-81 


cj) YB1=3 
d9 J0=D 
e) 40 =D 
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3º) Quando a raiz é de Indice impar, O radicando pode ser positivo, negalivo 
ou nula; em qualquer caso a raiz existirá e será um número real. 


Exemplos 
a) 8 =-2 
b) 9-243=-3 
c) 125=5 


3 J0=0 


Vamos então ressaltar que: 


Sendo x um número real qualquer e k um número par positivo temos: 


a) Yx erealo xz0 


b) Wx 0, para todo real x 0 


7.2 - RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO IRRACIONAL 


De modo geral, o processo usado para resolver equações irracionais é 
elevar os dúis membros da equação a uma polência conveniente (várias vezes, SE 
necessario), até eliminar os radicais. Porém. quando elevamos os dois membros 
da equação a um expoente par, a nova equação não é abrigaloriamente 
equivalente à equação original e portanto à nova equação pode apresentar raizes 


que não verificam a equação original. Este fato será melhor entendido através dos 
exemplos a seguir 


Exemplo 


Satemos que az=b>a?=b? porêm a implicaçãoal=b"=>aszbnãoé 
verdadeira para quaisquer a e b. Assim a equivalência 
azboa cb” 
não é válida para a e b quaisquer 


Conlorme vimos na propriedade P; do capitulo 4, a equivalência à = be 
a” = b? é válida quando a e  periencem a R.. 


Exemplo 


Consideremos a equação J2x +5 = x+1 
Vamos elevar os dois membros ao quadrado: 
2x + 5=(x +17 
2x + 5=xº+2x+1 
x -4=0 
Xx=+2 
Porém, anles de aceitarmos estas raizes, vamos fazer a verificação na 
equação original: 
J2x+5 = [4945 =3 
x+1=2+1=3 


Parax=2 
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Portanto. para x = 2 a senlença aberta J2x +5 = x+1 torna-se verdadeira 


, 422 +5 = J2-2)+5=1 


a+i=-2+1=—1 


Para x =- 


Portanto, x = —1 não satisfaz a equação Y2x-5=x+1. 


Assim o corjunto-solução da equação proposta & S = (21 

Não é necessário fazer a verificação quando elevarmos os dois membros da 
equação apenas a expoentes impares, pois, de acordo com a propriedade Pç do 
capitulo 4. temos que para n natural e impar. 


aztbea'=zb va e B, Pbe E. 


Exemplo 


Consideremos a equação Ve stix+t=x+1 
Vamos elevar 05 dois membros ao cubo: 


+HVix+ = tera) 


(a+bJ =a*+3ab+3ab' 4 b* 
Lembrando que temos: 
ta-bP=a!-sa'b+3ab! -b?, 
(er = + ID + ax ps = + BDé+ax+1 
E, assim. a equação (l) transforma-se em: 
+ IX = +37 +3x+1 
wW+2x]- Bx=0 
Porém 
W+20-gx=Coxx+2x-Bj=0o 
ox=00uX/+2x-8=00x=00ux=20ux=-4 
Podemos então, em resumo, escrever 
Ptteete xo = (+ ox 2x-8x=00 
ox=0oux=20Ux=—4 


Neste caso, como elevamos 05 dois membros a expoente impar. podemos 
“confiar” nas raizes 0, 2 e— 4 e dizer que o conjunto-solução é: 
S=(0,2-4) 
Em alguns casos de equações envolvendo radicais de indice par, podemos 
resolver à equação sem fazer a verificação. Esses casos serão analisados à 
seguir. 


7.3 - EQUAÇÕES DO TIPO Ka =b 


Consideremos uma equação irraciúnal do tipo Ya=b ondekeN eé par. 


Para que a equação tenha solução, antes de tudo devemos tera >0e b>0 

Supondo satisfeilas estas condições, podemos elevar os dois membros à 
potência k obtendo a = b*. Porém, impor a = b”, autornaticamente garante a 2 O 
(bois k é par). Assim, em resumo, podemos estabelecer: 


dd f 


Para ke le par: 


Va-bea=btabz0 


> 


consideremos novamente a equação vista no penúltimo exemplo: 
d2x+5 =x +17 


Temos enlãg: 
VoxsG=x+1o2x+S=(x+IPax+1x0 


Resolvendo a equação Zx + 5 = (x + 12 obtemos as raizes, x =-2ex'=2, 
No entanto, apenas a raiz x" = 2 satisfaz à condição x + 1x0. Portanto o conunto- 


solução é 
S = (2) 


7.4 - EQUAÇÕES DO TIPO Ya =!b 


Consideremos uma equação do tipo ka -=kb ondeke ne é par. Para a 
equação ter solução, devemos lera = 0 e bz O. Supondo estas condições válidas 


devemos ter ainda a = b. Assim temos. 


[Wa =4b oa-baaz0] keN* képar 


ou então 
Va= a=babz0) keN* képar 


Exemplo 
Consideremos a equação: Px? + 4x +3 = 9x +1. 


Temos: $x? +ax+3=x+1] ex? +4x+I=x+tax+120 
Resolvendo a equação x + dx + 3 =x + 1 oblemos as raizes x = 2 e 
“= 1. Dessas duas raizes apenas x' = —1 satisfaz à condição x + 1 2 O. Ponanto 


x = 
S=(-1) 


Exercicios Resolvidos 


Resolva as equações: 


1) 
a) Vx?-168=0 


bd) (x -3x-4). 4x2 - 900 


Solução: 
a) x -1B=00x-16=005x=+4 
V=ta,-—a) 
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72) 


7.3) 


b) (x -gx-s) dx? -9=005(xº-3x-4=00x]-9=0)nx]-920 


A equação *» -3x-4=0 tem raizes -1e 4 
A equação x -9=0 tam raizes3 e -3 


Antes de aceitar estas raizes devemos ver se satisfazem a condição 
2 es 

x — 9 > 0. Fazendo a venficação observámos que a unica que não 
satisfaz é —1. 


Assim: 
V=(4,3,-3) 
Resolva as equações. 
Y3x+ 4 =4 bj) Jx+6B+2Zx=9 


Solução: 


a) Yxrd=4>Ix+4=453x=600x=20 


V = (20) 


bj 4º modo 


Jx+6 +24x=95 Jx+ E =9- 2x 
Elevando go quadrado os dois membros desta Última equação abtemos: 
x+6=(9- 2%)? 


que resolvida nos dá as raizes d é de 


Façamos a verificação: 
a =9-2x 
x=3 ESA, 
43+6 =9-2(3) (verdade) 
x-6=9-2x 
“a (25 
4 Ra = Ono, E 
| q *6=8 2| F (falso) 


Porianto, E não convém e assim; V = (3) 


2º moda 


Jx+6 =9-2xo (x+6)=(9-2x/n9-2x>0 

Resolvendo a equação x + 6 = (9 — 2x) obtemos as raizes 3 e e ; 

Destas, apenas o número 3 satisfaz à condição 9 = 2x = O Assim: 
V=(3) 


Resolva as equações: 


a) vx+23- dx+18=1 by 2x+3+ J3x+4 = 45x+9 
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Solução: 
a) Para que as raizes sejam reais, temos as seguintes condições 
1) E +2320 
x+1820 
Supondo estas condições válidas, antes de elevar ao quadrado é 
preferive! deixar um radical de cada lado (quando possivel): 
Jx+23— x +16 = 105 X+23 014 /X+16 


Elevando ao quadrado os dois membros: 


(Jx+23P=(1+4x+167 
x+23=1+2/x+15+x+16 
Jx416=30x+18=3º e x=-? 
O número —f satisfaz às condições (l) e fazendo a verificação na 
equação original, verficamos que —? é raiz. 
V= (7) 


bj) Devemos ter; 

2x+3=0 
3x+4>0 
[5x+920 


Eh) 


upondo válidas estas condições, temos: 
(V2x+3 + 3x +4P =(V5x+9P 

2x +3472/2x 43 J3x+4 +3x +d=5x+0 
Á2x-343x+4)=1 

(2x + 33x + dj=1 

6x] 17x +11=0 
Esta última equação lem raizes: —1 e — 


Destes dois números, apenas —1 satisfaz às condições (|) 
Fazendo a substituição, chservamos que —1 satisfaz à equação original: 


a Gh 


8 1 
fá Resolva a equação: se =3 
! on dx-iedx-a dX-1=dx=a 


Solução: 


Antes de tudo. vamos impor; 


x-120 
a 
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Supondo estas condições válidas, e lembrando que: (a + Db) (B - b) = a? — pi, 
vamos tomar para denominador comum o produto: 


(xt + dx 4x1 Jx=4)=(x--(x-4)=3 
Multiplicando todos os termos pelo denominador comum, temos 
(dx 1- dear tyx- is dx=4)=3(3) 
6/x-1-6Vx-4 + Jx-1+ Jx-4 =9 
7/x-1-5/X-4 =8 

7/X-1=9+5yx-4 

Elevando ao quadrado: 
4Ax-1)=81+25(x-4)-219M5/x-4) 
49x-49=81+25x-100:90/x—4 

24%-30 = 904x-4 

4x-5=15VJx-4 

Elevando novamente ao quadrado: 

18x? — 40x + 25 = 225(x— 4) 

16x] — 40x + 25 = 225x — 900 

18x*— 265x + 925 = 0 

A = 265º — a(16)4925) = 11025 

(JA = 105) 


fo 185 
x = 885108 (+ Lad TE 


32 xt = 5 
As duas ralzes satisfazem às condições (1). 


185.4] 
Parianto V = (e: f 


Exercícios Propostos 


7.5) 


7,6) 


77) 


Resolva as equações. 
a) vx+x-20=0 o) J3x-12x+VxX2-16 =0 
D) x +7x =0 


Resolva as equações: 


a) flx+14=%+2 c) J2x-7-Jx-4 =1 
b) dx +1= J2x+] dy) J5x+21-2=Jx+13 


| 
Resolva a equação: O ERR + 
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1 
(Sugestão: faça y = 


78) Resolva as equações: 
1 1 
a ——=== +—— = -1 b) x+1+v2x+2 =2 
1+ J8-x 1-/8-x 


7.9) Resolva as equações: 
a 4 LrT EE 
aj faszeYx +39 -4 by x) -1=x-1 


7.5 - INEQUAÇÕES IRRACIONAIS 


inequações irracionais são inequações em que a variável aparece sob 
radical. De modo geral, para resolver uma megquação irracional, a idéia é elevar os 
dois membros a uma potência conveniente para “eliminar” os radicais. No entanto, 
neste momento, devemos nos lembrar das propriedades Ps, e P,> vistas no item 


4 E do capitulo 4: 
Pm Paran eNeimpar,a>bea”> b" quaisquer que sejam os reais a & 
b. 
PoPara nel" epara>be a! > b” quaisquer que sejam ae b 


pertencentes a R.. 


Em Outras palavras, quando elevamos os dois membros de uma 
desigualdade do lipo a > b a um expoente ímpar, a nova desigualdade é 
equivalente à original, no entanto, se elevarmos a expoente par inão-nulo), a 


desigualdade só é valida se ae b pertencerem a Re. 


Assim, quando o radical for de indice impar, podemos elevar os dois 
membros ao expoente impar em questão e com certeza a nova desigualdade será 
equivalente à anterior À dificuldade aparece, portanto, nas inequações envolvendo 
radicais de índice par. São esles casos que necessitarão uma análise mais 
detalhada. Porém, anles de ánalisá-los, veremos alguns casos que não exigem 
nenhum método especial 


Exercícios Resolvidos 


7.10) Resolva as inequações: 


a) Jx?-5x+4>0 e) Yx-5x+44>0 
b) dx! -5x+4 >0 p Yx-5x+4>0 
co) 2 -5x+4<0 9 x -5x+4 <0 
d) JX-5x+4<0 hn) Ux -5x+4<0 
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Solução: 


a) Para a existência da raiz devemos ter. x — 5x + 4 > O. Lembrando que 
para todo a e '%,, Ja 2 O lemos: 


dx -Bx+4>000x)-5x+4>0 


+ - + 
O trinômio apresenta raizes 1 e 4, 
Assim, temos V= (xe E |x<10ux> d) 


bd) Vl-sx+4205x-5x+4205x<10Ux24 
v=txeR|Ix<1iouxz4) 
c) À expressão de —Ex+ 4 nunca poderá ser negativa. Assim, V = 2. 
d) Como a expressão Je -sx+s não pode ser negaliva, a sentença 
Vx2-5x+4 <0 sóé verdadeirasex —5x+4=0 Assim: 
Ve q; 4) 


2) Como neste caso o indice da raiz é impar, temos: 


Px -5x+4>00x]-5x+4>0 

V=ixeRizx<1oux>4) 

Bb YX-sxr4200x)-5x+44>0 
V=xeRIxsiouxz4) 

9) Fx -Bxr4<0 ox -sx+4<Deslex<d 
V=keR|t<x<a) 

h) Yx-Bxr4 <06xX)-5x-4500612x<4 
V=txeRiigxsa) 

7.11) Resolva as inequações: 
a) Jx-1P>3 
b) dx? -Bx+9<2 


Solução: 


a) Lembrando que, para todo a e &, Ja = |a|, temos; = =|x-1]| 
Assim: 


qix= 17 >3|x-1|-30<0x-1>30ux-i<3c x>40Ux<-2 
V=(xeR|x>40ux<-2 


bd) 2 -Gx+B=(x-3P 


Portanto Jxº - Ex + 9 = d(x-3P =|x-3]1. Então: 
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Vxº -6x+9 <ls|x-IJ|jcxim-lex-I<c2clcx<s 
V=fxeR| 1<x<5 


x +3w-4 


?.12) Resolva a inegquação: —======== 
DÊ - 32-10 


Solução: 


20 


A expressão Vxº—3x—10 resulta ur número real desde que *-3x- 1020, 


Por outro lado, satisfeita esta condição, teremos Jx2-3x-10 >0, 
Mas como o radical aparece no denominador, devemos ter 


Jx? -3x-10>0. 
Temos então: 
2. = 
Re aibeininedDd er sarado: 

Jx? - 3x-10 

Beja S, o conjunto- solução de x2+3x-42>0. 
x +3x-4=00 *x=49 oux=—1 
S,=(XeR|xs-lou xa 4) 


= 4 
+ — + 
Seja S, o conjunto - solução de x? -3x—10>0. 


x -3x-10=065x=5oux=-2 
Sa=ixelt|x<-2 ou x>5) 


O conjunto-solução da inequação proposta 6 S = 8, m Sz 
S=(|xeR|zx<-20ux>5) 


7.13) Resolva a insquação:x? + JXx-3 <3x+10+4x—3 
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Solução: 


Para que a expressão Jx-3 exista (dentro dos reais) devemos impor 
x - à 2 O desde que exislã, a Inequação proposta será equivalente a 


x É 3x + 10: 
x 4dx-323x+10+dx-D06ox]23kx+104x-320 
Seja S, O conjunto- solução de x? 5 3x +10 
x <3Ix+105x])-3x-10<0 
x*-3x-10=00xe=-20ux=5 
S,=(xe Rj-2=x55) 
-2 5 
+ as + 
Seja S, o conjunto-solução de x-3 20. 
x-320=x23 
So=ixeR|x>3) 


Assim, o conjunto-solução da inequação serã S= 5,4 m 52 
SefxeR|[354%x=5) 


7.14) Resolva a inequação: x—-2 < Vl — 2x. 


Solução: 


Como neste caso o indice do radical é impar, temos: 
x22Who-2 o tx-2P ex 2x0 x 6x a lZx-Bex)- 2x es 
—-6x pláx- Bco ax +rx-4 <0 


“3x s7x-4=005 x lou x=5 


09] Pa 


— + — 


Como queremos “no + Tu= 4% O, o conjunto-solução é: 
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S=[xeRix<t0ux>5) 

Exercícios Propostos 
7.15) Resolva as inequações: 

a) Jx-4 >0 e x-4>0 

b) Jx-420 ff SYx-4 20 

ci Jx-4 «0 g) Jx-4 <0 

d) Jx-4x0 h) Yx-4<0 
7.168) Resolva as inequações: 

a) J(x-5/ 26 b) V4x?—12x+9 <8 


717) Resolva as inequações: 
a) V25-xº +x? »5x-6+/25-42 
b) V35-x? (x? -4x-2150 
x? -4x-21 


J36-x? 


7.18) Resolva as inequações: 
a) Yx-B >2 
b) Sfx-D <5 
e) 2x+1> YBx! 44x +11 


7.6 — INEQUAÇÕES DO TIPO Va <b 


Consideremos uma inequação do lipo Ja <b, Para a existência da raiz 


devemos impor: à > O. Por outro lado sabemos que Ja z0 (desde que a 20) e 
ponanto b deve ser positivo. Temos então: 


Va<b<>< az0 


Temos também: 
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Exercícios Resolvidos 


7.19) Resolva as inequações: 


a) dx) +3x <2 c) V2x -x-112x-1 
bb V2x) -x-11<x-1 


Solução: 
a) Aquitemos 2> 0 e portanto: 
2 2 
+3 
VX 23x <2 ed" pisa 


x +3x 20 


Seja S, o conjunto - solução de x] + 3x < 2? 
W+Gx<220x2+3x-4<0 
x+3x-4-0ox=-40ux=1 
SjctxeR|-4<ex<1 
4 ai 

+ ú - l + 
Seja S, 0 conjunto - solução de x2+3x 20 
W$+3x=00x=00uUx=-3 
S,=(xeR|x<-3o0ux2>0) 


S4 
Sa 
S=S,nsS; 


O comunto-solução da inequação proposta é S =5,n 5, 
S=fxeR|-4<x<x-3ouQ<x<1) 


25if 


b) 


2x2 —- x etx-1P 


A 
d2x -x-11cx- sa deax-x- 1120 
A 
x-1>0 


“Seja S, o conjunto- solução de 22 -x-Al<(x-1? 
Resolvendo esta inequação cbtemos : 
Si=fxeR|-dexe<a) 


Seja 8, o conjunto-solução de 2x) - x — 1120. 
Re solvendo esta inequação, obtemos: 
i “RE ane 
Ss bunjna E oy x > três | 
Á a 
Seja S, o conjunto - solução de x-1>0 
x-1>0€es%x»1 
Sy=jxeR|x>1) 


S= pre RES ex ea) 


c) 
2x -x-1s(xX-1IS) 


Aa 

Vox -x-1Isx-to lzx-x-4120 (55) 
a 

Z-1>0D (Sa) 
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S=(xeR|-45x<3 
( — 
So = prenies ÇE qu xa 


Sy=(xeR|x21) 


Í 
8=S,n8,nS,=|jxeR| 
l 


Exercíclas Propostas 


7.20) Resolva as inequações; 
a Vxl-7x «24? d) JB>vx)-x 


7.21) Resolva as inequações: 


a) J2x)-2x-20 <x-2 b) 2x-3> Vx-1 


7.7 - INEQUAÇÕES DO TIPO Va > Jb 


Aqui devemos lera2z0, b>0Dea>b. Assim: 


Exercícios Resolvidos 


7.22) Resolva as inequações: 
a) J3x-1> 4x+10 b) Jáx+1>J-x+5 


Solução: 

[3x —14> x +10 (84) 
a) V3x-1> Jx+10 6 A 

[x+10 20 (5;) 


A 11 
—1>x+10 ae = sa 
3x—1>x+1D es x> 5, [rerix>D) 


x+1020=x2-10 S=ixem|x>-10) 
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O conjunto-solução 5 da inequação proposta é dado por: 5 =S4 nz 


S= (xemix> 5] 


[REA aa (S,) 
b) Jáx-1>V/-x+5 A 
|-x+520 (S,) 
4 4 
ed SD (= ferro] 
-x+52000x55 S,=]-vo,5] 
4 1 
8=8,085, - :s| 


Exercicio Proposto 


7.23) Resolva as inequações: 


a) 43+82>/5x-1 c) x +3x > JB+10x 
b) Jx-7 > J-x+3 dy Jx-8 < 4x1 


7.8-INEQUAÇÕES DO TIPO a >b 


Neste caso, em primeiro lugar, devemos ter a > 0. Satisfeita esla condição, 


320. Assim, se por exemplo b for negativo, a inequação estará automaticamente 
satisfeita. Se b > O, teremos a > b? Em resumo: 


rei e bz20 
Va >b €> « ou 
laxo e b<ô0 


E cria e bz0 
a 


az0 e b<QO 


Exercícios Resolvidos 


7.24) Resolva as mequações: 


a) 4x-3>-5 b) Jx-3>0 e) Jx-3>4 
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Solução: 


a) Desde que Jx-—-3 seja real, leremos /x-3 0 e podanto, desde que 
Jx-3 seja real, a sentença aberta x-3>-5 será verdadeira. 


Portanto: 

dx-3>-5ox-3200+x23 Ve=fxeR|x2>3) 
by Jx-32>205%-3:05x>3 V=fxeR]x>3) 
Cc) jx-I>4 6 x-354º65x>19 V=(xeR|x>19 


Es 
7.25) Resolva a inequação y2xº - 8x —17 > x-2. 


Solução! 


2x] -Bx-17 »x-P6 


2x] -Bx-17 >(x-2Y e x-220(8,) 
ou 


2x -Bx-17 208 x-2<0 (8) 


| Seja V, O conjunto - verdade de 2x) - 8x 17 >[(x- 2) 

Fazendo os cálculos, obtemos: Y=ixeR|x<-3oux >?) 

Seja V, o conjunto-verdade de x-2 20. Temos: Vo=(xeR|xz 2) 

Seja Y, o conjunto - verdade de 2x? - 8x -17 > 0. Obtemos: 

4-5/2 EN +5/2] 
z 2 44 


Sendo Y, O conjunto - verdade de x-2 <D temos :V, =[xeR|x<2) 


( 
W=jxeRIx< 
U 


Si=VimnVo=(xeR|x>7) 
' = 

S= 4% «lxenxs 52] 
! .) 

O conjunto-solução 5 é dado por. 


s=8,08,- [reina 32 op 27) 


Exercícios Propostos 


7.26) Resolva as inequações: 
ay dx2-4x »-3 
bj) Áx?-4x>0 
c) do - dx > 243 
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71.27) Resolva as nequações: 
a) V2x+9x-1>x+3 


bj JEx+19 >x+2 


7.9 - EXPRESSÕES DO TIPO «a + db 


Sendo a e b dois números racionais tais que b > O, consideremos a 
expressão: 


Vat db 
onde a + b > O. 
Em cerlos casos pode-se fazer a transformação: 
Ja+ dh = dr + ds 
únde f e s são números racionais positivos. 


Analogamente, dada a expressão Ja — db, com a- vb >0, em certos casos 


pode-se fazer a lranstormação Ja - db = A — /5 com re s racionais positivos. 
Antes de esludar O caso geral, vejamos alguns exemplos. 


Exemplos 


Consideremos a expressão V5+J21 e suponhamos que existam dois 
números racionais posilivos re s, tais que: 


JS Bi=radE 
V5- 421 = d+ ds os+ 2 =tlrs SP o 
os Z=rezfidforsos+ Pl=res+2is o 
es 5+ 421 =rt+s+V4rs 
Para que esta última igualdade seja válida, devemos ter: 
pe E id 
E lo 21 
ars = 21 |'s = 
Lembrando das relações de Girard para uma equação do segundo grau (ver 
capitulo 3, item 3.11) conçluimos que re s devem ser raizes da seguinte equação: 
21 


2 no -— = 
xº — Bx + q Ô 
aii E - (RS 
Esta última equação lem raizes: 3 e 5 
Portanto, temos: 
7 3 
r=— Es=— 
2 2 


262 


a 3 7 
ou então r= 2 e s=-,o que dá no mesmo. 

Assim: 

5 + 21 = E + E 

2 2 
Consideremos agora a possibilidade da transformação, no caso geral. 
Var db =vr+Vs 

Vva+ db EYES oardb=r+2f siso 
oardb=r+sevdsoa=i+segs-bo 


b 
O r+sugersa 


Então, os valores de re s devem ser as raizes da equação do segundo 
grau: 


gue bl zo 
4 
O discriminante desta equação é: 
A =a? -()-at-b 
4 


e as raizes serão das por: 


q=3tVa ata -b 
2 2 


; , b : PRE 
Portanto, para que as raizes da equação x” - ax + ds O sejam racionais, é 


necessário que Ja?-b seja racional. Suponhamos então que c= Va? -b seja 
racional. Temos: 


a+c 
x=—— 
2 
E a+c a-c 
Assim: r=— es=—— 
2 2 
e portanto: 
Em resumo: 


Sejam a e b racionais, tais que 
b>0ea:vb>0. 


Desde que c= Ja? -b seja racional, temos: 


EEE 


Es 
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De modo análogo, concluimos que: 


Sejam a e b racionais, com 
b>0ea-v/b>0, 


Desde que c= va? —b seja racional, temos: 


É importante então observar que a transformação não é possivel se Va? -b 
não for racional 


Exercicios Resolvidos 


7 28) Transforme V6+ 1 na soma Jr + Js onde re s são racionais, 


Solução: 


Poderiamos fazer essa transformação como no primeiro exemplo deste 
tem. No entanto vamos fazer uso da fórmula deduzida, 


la — 
Vas db = fe. +j-5 onde = Va? 
pê Er E sBE A 
ec=vVal-b=V/36-11=5 


b=11 
Como 5 é racional, a transformação é possivel: 


V6 + (e, EEE 
2 2 2 


7.29) Determine os números racionais x e y tais que: 


V8+J81=Vx+ dy 


temos: 


Solução: 
[(a=8 
sie ec= Va?-b -b=V64-6 = 8 


Como V3 não é racional, a transformação não é possivel. 


7.30) Determine os números racionais x e y tais que: 


V7-2Ã0=Vx-Jy 
Solução: 
Temos 2/10 = J4(10) = VÃO e assim: J7--2/10 = 7 - J4O 


az=7 
b=40 


temos: | e c=Va?-b=/49-40=/9=3 
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RE E US LE 
V7-2/10 = 47-40 = 8 RA 7) 


7.31) Determine 05 numeros racionais x e y tais que: 
74542 = xt dy 
Solução: 


Neste caso temos radical de indice 3 e portanto não vale a fórmula. 
Supondo então y > O, temos: 


Y7 + 542 -xedy o 7452 =(x+ fyP = 
oT+52 = +30 y + edy o 
oT+5d/2 eae dy rydy o 


+ Ixmy =? 


a +y=5 
y=2 


o T+52=pÊ + By) (30 +y)y O 


Resolvendo este sistema obtemos y =2 ex = 1 


Assim. 
Y7 + 5J2 = 14 “2 


Exercícios Propostos 


7.32) Determine os números racionais x & y lais que as igualdades abaixo sejam 
verdadeiras. 


a) Jo+ 7 = Jx+ dy d) Ja-A5 = dx Sy 
by 494 BO = dx + dy e) Bay 
o) J7+ 2/8 = xr dy B Vo-V2=Jx-Y 


7.33) Efetue, se possivel, a transformação: 


Y26+15/3 =a+ db 


onde a e b são racionais. 
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Exercícios Suplementares 


IV. 1) Resolva a equação e -dx=4 
X — 


IV 2) Resolva a equação: Vi- Ve x? =x—1 

IV.3) Resolva e discuta a equação: x? -mx =x+m 
Iv.4) Resolva a inequação: (2x -=3(x +71) <x—1 
IV.5) Resolva a inequação. Jx+6- Vx+1> J2x—5 


IV 6) Resolva a inequação:x+2 < Yxº +8 
IV.7) Discuta, segundo os valores de a e de b, o número de raizes da equação. 


x+va2-x =ba>0eb>0 


x+1 Ps 


Iv.B) Resolva a nequação: <0 


x-4 V1-x 
V.9) Resolva a inequação: Jx-9%x+1820 


IV.10) Resolva a inequação: (1+x)/x2 41>x2—1 


E O 
1.11) Resolva a inequação: .|x — — Alem pes 
À x x 


14.12) Considerem-se os números: 
x, = V4-10+245 
x, = /4410+245 


Calcule x2+x5 e x,-x,. Deduza o valor de x, + xa. 


[V.13) Verifique que /30-12/6 = 3/2 - 243. 
IV.14) Sendo a e b números racionais positivos, não quadrados perfeitos, com 
a = b, mostre que os números s= Ja+vbed=Ja-b são irracionais. 


Aplicação: Sendo A e B números racionais positivos, B não quadrado 
perfeito, que relação deve existir entre À e B para que se possa ter dois 
números racionais x e y tais que: 


Var B=Vx+y? 


Calcule então x e y. 
Simplifique: /31+1243 
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Capítulo 8 — A algebra das funções 
Capitulo 9 — Tipologia das funções 
— Função inversa 


Capítulo | 


| o À algebra das funções 
Je! q s 


8.1 - AS OPERAÇÕES DA ARITMÉTICA 


Sejam as funções fe qg reais e de variável rea! 
A tabela abaixo define quatro novas funções, oblidas a panlir das funçõe. 


unção define 


DI n Dig) 
quociente com 
gix) = O 


Exemplos 


a) Sejam as funções f e g definidas por enumeração dos pares que as 
constituem: 


E= (01-12; 2143; 218: 7) 
g=1(1:2) (2; 0143: 4),(9; 123, (20, 3)) 


Observe que Dif) = (1: 2,3 6) e Dig) =( 2 3% 9 20) e que 
Dtf) m Dtg)= (1: 2, 3). 
A função soma É + g tem dominio DIF) m D(g) = (1, 2: 3), contradominio “E 


e 
teg(m=(yram=A1+2=1 
it+g)f2)=H2j+gij= 2+0=2 
E+g)(3=H3)+9(3)= 2+4=6 

Então: 


Feg=(1,1).42.2), 03.6) 
A função diferença |— g e a iunção produto f - g também têm dominio 
Ditf) m Ctg) = (1; 2:3), tem contradominio R e 
f-g=((1:-3), 42,2). 43. -2) 
feg=H1,-2) (2.0), (3.8) 
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Observe que, por exemplo 
U-gHZS=H2)-g2)=2-0=2 
(É. gu2)=Fi2) gi2)=2-0=0 


E é f Cd dice 
à lunção quóciênioe — tem dominio conslituido pelos elementos x que 
9 


pertencem ao conjunto Dtf) m Dtg) tais que gix) = O; como g(2) = O, tem- 


Se. 
f SR | CL 
o(5)-t re s abs 3) 
Di Ã 1 f Ha .2.1 
Note que [5 = e e (ole = qala”2 


bj) Sejam as funções fe q defindas pelas sentenças abertas: 
fc) = x* 
go) = vx 
Então, Dtf)= &, Dig) = K.e Dlfym Dig) = E 
Dai, as funções f+ g. f-g e f-g têm dominio R., e são definidas, 
respectivamente, por 
(e g)0o) = nº + x 
= gx) =" = x 
(E g)be) = x? x 


+ função quociente Ê tem domínio: 
q 


o[5)= tx|x e Dm Dig) A 90x) = 0); então, o(2)- Re: 
f ê 
(a)o= 7 


Exercícios Resolvidos 


8.1) Sejam as funções fe q definidas, respectivamente, por: 
ftx)= Jx—2 
gx) = 45-x 


a) Determme Difie Dig). 


b) Determine os dominios das funções F+g, f-g f-ge f E 
g 


c) Dê as sentenças abertas que definem cada uma dessas funções, 
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2.2) 


Solução: 
a) Off) =[2; +0[ e Dig) =]-; 5] 
b) Como Dif)m Dig) = [2 5] tem-se, 
Dt+9)=Df-9)=D(f- g)= Mio D(g)=[2,5] 
Todo elemento x que pertence ao dominio de E é tal que: 


xe Din Digle gtx)=0 


Então, D[5) =(2:5 
g 
o (f+g)b)=fb)+go)= Jx-2+/5-x 
tt-g)b)=ip)-go)= Jx-2-V5-x 
( g))=fb) gix= Vx-2.45-x 


E PER RR 
(9)09 gtx) J5-x 


Sejam as funções de E em &, fe q, definidas peias sentenças abertas: 
f(x) = |x| 
1 sex>0 
gixi=,0, se x=0 
| se x<0 
f 
Para as funções f+g, [-g, E ge a 
a) determine os dominios. 
b) dé as sentenças abertas que a definem. 


c) desenhe os gráficos. 


Solução: 


a) Observe qua D(f) = D(g) = R e então: 
D(t+gl= Dtf-9)=Dtf g)=Dtf)m Dig)= 


o(:) = |x e Dino Dig) A g(x) * 0). como g(0) = O tem-se 
ER 
197 
[ sex>0 
bj Coma |x=/0, sex=0 vem: 
ES sex<0 


per saxa0 
É + bo) = fo) gtx)= [º se x=0 
-x—, sex <Q 
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go sex>0 
(f-gXx)=f(x)-g(x)=40, se x=0 
pao sex<0 
piada | 
(E-gXx)= f(x)-g(x)= 70 0=0,sex=0 =ou seja.(f-g)(x) =x 
(-x)(-)=x se x<0 


x 
RNA sex>0 


ex 


= QU seja, a)to= x xx0 
| 


Dex sex<o 


x 
a lá f-g 
y y 
x x 


Exercícios Propostos 


8.3) Sejam as funções f e g definidas por enumeração dos pares que as 
constituem: 


f=((0; 1), (1,2), (2; 3), (3; 4), (4: 5)) 
g = ((1; 2), (2: 3), (3: 0), (6: —1)) 


Determine as funções f+g. f-g. É: ge g 
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8.4) Sejam as funções fe g definidas pelos “diagramas de flechas”: 


Determine, através de “diagramas de flechas” as funções f+ g. f-g. f-ge 
f 


8.5) Sejam as funções fe g. reais e de variável real, definidas por: 
f(x) = x 
go) =*"—1 
Para as funções: f+g, f-g g-f.g-f, o e Lol determine 
g 


a) o dominio de cada uma delas 
b) a sentença aberta que define cada uma delas 


8.6) Sejam as funções de R em K definidas por: 
f(x) = |x| (função módulo) 
g(x) = [x] (função maior inteiro) 


f 
a) Obtenha os dominios das funções f+ g, f-g. f: ge -—, e as sentenças 
g 


abertas que definem cada uma delas. 
b) Desenhe os gráficos das funções f+ ge f- g. parax ec [-2: 2 


8.2 - COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 


Basicamente, a idéia da composição de funções é a de uma “reação em 
cadeia”, em que as funções “atuam” uma após a outra. 


Exemplos 


a) É comum, em nosso dia-a-dia, vermos raciocinios como o seguinte: “o 
Imposto de Renda (IR) pago por um cidadão é 'função' do seu saláno; o 
salário é 'função' do número de horas que ele trabalha. Diz-se, então, 
que o IR pago pelo cidadão é 'função' do número de horas que ele 
trabalha” 

Raciocinemos mais claramente nesse exemplo. 


Jmagine que o cidadão A receba 50 reais por hora de trabalho. 
Podemos considerar a “função”. 


s(t) = 50t(1) 
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que determina, em reais, 0 salário 5 do cidadão A quando ele trabalha 
um certo número tde horas 
Imagine que a Receita Federal adote a seguinte "fórmula" para obter o IR 
a pagar, à partir do salário 5: 


IR (5) = : (5 — 300) (2) 
Se o cidadão A trabalha 60 horas, qual é o IR devido?” 
inicialmente calculemos o seu salário (fórmula (1) 
s(80) = 50 - 80 = 3000 (em reais) 
Em segvida, a partir do salário (3000 reais), calculemos o imposto a 
pagar (fórmula (2))' 
1 . 
IR(3000D) = E [3000 = 300) = 450 (em reais) 


Observe que o IR a pagar é “função” das haras que o cidadão A 
trabalhou, para calculado, inicialmente “aplicamos” a função s ao número 
50, em seguwds, ao resultado obtido, 3000, “aplicamos” a função IR, 
obtendo então 0 imposto devido. 

Podemos sintetizar o calculo, delerminando uma única “função” (fórmula) 
que dá o imposto devido pelo cidadão à conhecengo-se o número de 
horas que ele trabalhou 


1 
IRIS) = (8 — 300) 
IRIs(] = Elst) = 300] 


IRIstt)] = E (50t-300) 


“0,0 IR é “função” das horas qe trabalho, dada pela “fórmula”: 
IRÇD = : (50L — 300) (3) 
Então, para as BQU horas que o cidadão A trabalhou, o IR devido pode ser 
calculado fazendo t = 60 na “fórmula” (3) 


IR(BO) = : (50 - 80 — 300) 450 (em reais) 


bj) Sejam as funções f e q delinidas, respectivamente, pelas sentenças 
abertas: 
fix) = 9x 
q(x) = Jx 
Note que D(f)= Ze Dig) =(xeR|x=>0). 
Se x x O, então fix) = 9x é não-negafivo, isto é, f(x) 2 O; logo, fix) 
pertence ao dominio de q. Temos então: 
golfo] = (x) = 2x = 34% 
A sentença aberta: 
glftx)] = 34% 


2fá 


define uma nova função, que se denomina composta de g com f, e que 
se representa com g of (lê-se: *g bola f). 
Observe que o dominio de f é x, mas elementos desse dominio são 
excluídos para se obter o dominio de g > f se x é negativo então f(x) é 
negativo e não existiria g[f(x)] = f(x). 
Resumindo, o dominio de g º f é canstituido por todo x do dominio de f 
tai que f(x) está no domínio de q. 
No nosso exemplo, D(gºf)=(x e =|x2>0) 
Definição 
Dadas as funções g ef, gº fé uma função que se diz composta de g com 
f, definida por: 


(ga Mix) = dlf(o] 


O dominio de gofé: 


Age f)= (xx e D(f) nfoo) e Dlg) 


Adotaremos CD(g º f) = CD(g) 


Exemplo 


Sejam os conjuntos U= (xe N|[0sx< 10), 
A=(0,2;4;6,8:10)eB=(2;4:6;8B:; 10) Consideremos as funções g e f 
definidas por: 
g:B5U 


1 
x)=-x-—1 
g(x) 2 


2/5 


f:ASU 


lity=ix+a 
['9=> 


| D(g  f) 


gºOf:(0,4;,8)5U 
(999 ()= alt) =) Bx+4]-1= x+1 


Para se obter a função g “ f note que o conjunto: I(f) m D(g) não pode ser 


vazio 
O dominio de g º fé um subconjunto do dominio de f, constituido pelos 


elementos cujas imagens (dadas por f) pertencem ao domínio de g. No exemplo, 
observe que: 


Kf)=(4,5:6;7;8,9) 
D(g) = (2: 4:6:8,10) 
Kf) n Dtg) = (4; 6; 8) 
D(gof)=(0:4,8) 
Kgºf)=(1,2;3) 
CD(g º f) = CD(9) = U (convenção) 
Note, uma vez mais, que os elementos do domínio de g O f são aqueles 
cujas imagens, dadas por f, pertencem ao conjunto: f) n D(g):; e, para que exista 
g - f. deve-se ter: KH!) n D(g) = (9. 


Observações 
Não confunda a notação g º f com a notaçao g * f; note também que a grafia 


gºfesta "as avessas”. a primeira função que se aplica éfe a segunda é 9. 


276 


Dadas as funções ge f, pode-se pensar em duas funções compostas, g “fe 
fog, para as quais se tem, respectivarnente: 
(9º x) = gift] 
(fº gt) = flg69)] 
A composição de funções não é uma operação comultativa: 
gof=fog 
Uma Representação Esquemática 


Podemos ilustrar, com o esquema da figura abaixo todo o processo para se 
construir a função g ºf, composta de f com q; 


“ glito=(9 9) 


rejeita 
f(x) e D(g) 


Exercicios Resolvidos 


8.7) Sejam as funções fe g definidas pelos pares que as constituem 
f=((1:2),(2:5), (3: 6), (4:0)) 
g = ((2:4),(5:7). (6,8). (1-3) 
Obtenha a função g cf. 
Solução: 
Calculamos: (gº)(N)=glkW]=g(2)=4 
(g 2 f) (2) = g[t2)] = 9(5) = 7 
(9º (3)=glft3)] = 9(6)=8 
Note que 4 É D(g ºf), pois f(4) = O « D(g). 
Então: 


ge f=((1:4) (2; 7). (3: 8) 
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“.3) 
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Observe que: IMfj=(1,2,3 4) 
if) = [25.6 0) 
Dig) = 42: 5. 6, —1) 
“Dn Dig=(2,58*8 
Hg)j=44: 7,B,-3] 
Digo f)=(1,2;3) 


HKgcf)=(4.7 8) 


Sejam as funções fe q definidas por: 


x? —4 
Fix) = EEE 

1 
gix)= — 

x 


aj Determine Di(f) e Dig). 
bj Determine Dig 2 fi. 


c) DE a sentença aberta que define g O É 


Solução: 


a) Para o dominio da função [ deve-se ler x = 1: 


Oh = R — (1). e para o domínio da função 9, 


Dlgj =". 
b) Dif=(xez|x=1)eDig)=(Xe E|x= 0) 


r=ssatacanem, name 


Dig-l=(xeRiKxziaZanra—? 
Cc) Sexzf,xz2ex=-2 


1 1 
Ca O EE “a 
—1 
Xx-1 
(ga tx)= x -4 


Sejam as funções fe q definidas por: 
fix) = Jx 
g(x) = x? 

Fara as funções qgºfefºg, determine: 


a) o dominio 
b) = sentença aberta que define cada uma delas. 


E 
—-4 


deve-se ter x = O. 


Solução: 


Note que D(f)=R,.=(xeR|x>0)e D(g)= 
a) Digo f)= é eR|Xe D(f; a fhx) io 
D(goNh=(xe ZIx20 Aa a € X ei satisfeita para todo x 


D(goh=(xeRIx20)=R. 
Digofj=(xe E Rlx e D(g); A Gl) e DIf))) 
Digof=xeRlxer i AX20 1) 


A inequação xé >Onos dáx>0,e daí: 
D(fog)(xeR|x>0)=K. 


(9º f) 6) = glfto) = [fog)" = (x) 

(ge N()=(Vx) 
(09) 69) = flgbg]= Ja0) = dx 

(tog) 6)= do? 


pd — 
Note que para todo x > O tem-se (Vx) = vo: então Cury 


b 


mao 


D(g ? f) = D(fº 9). e como por convenção CD(g ” f) = CD(f q) tem-se 


go = fog 
8 10) Sejam as funções reais e de variável real definidas por: 
x, sexs1 
f X)= ' X)= x? 
(e) ses 96%) 


a) Determine (go f) (1) e (f9g) (2). 
b) Determine (g Of) (x) e (fog) (x). 


Solução: 


"ia á 
a) Essa RA =1 
(fºg) (2) = flg(2)] = f(4) = 
o 
é Há sex<1 


b) (929) (x) = glftx)) = [fo]? 


sex>1 
(fog) 69) = fig0)] = 


ER NLe sex? <1| 2 


| jse-I<xxs1 


|2, se g(x)>1 "E se x! >1 2.sex<-10ux>1 
Então: 
he, sexs<1 
of)(x) = 
ii [ás sex>1 
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XX. se -18%51 

2,se -lex«<d 

8.11) Se fix) = x + 2, determine a sentença aberta que define uma função g tal que 
(29) (x) =x. 


Ef - g)00) | 


Solução: 
(19 g) fx) = fgtx)] = g(x) + 2 
Como g(x) + 2 =x, tem-se gixg=x-—2. 
8.12) Dadas as funções definidas por f(x) = 3x. gb) = x — e ht) =x+2, 
determine [fhcv fog] (2). 
Solução: 
Encfcg])=h (ty) 
Chef) o9](2)=h (fp 
Enf) cg] (2)=h (3) 
[honcg(2)=5 
8.13) Sejam fe g funções definidas por f(x) = 5x - 3 e g(x) = 2x + k. Determine k 
para que fg =95f 
Solução: 
Nole que f2 ge gºfsão funções de R em E, pois fe g o são. Então, para 
que fag=9gºÍ deve-se ter (129) (x) = (gOf) (x): 
(29) (0) = Hlgtx)]= 596) 3 = 5(2x+K)-3=10xi+ 5K 3 | 
gen (o=gltto)]=2x)+k=2(5x-—3)+k= 10x DLB+k..! 


Então deve-seter.5k-3=-5+kedaik= -— 


8.14) Seftx)= “determine: ECEIRO]) 


Solução: 


Começamos calculando f [(x)]: 
x-1 


= 2] 

Eta A RA is RR 5 
HLFOO) = f(x) x—1 x-1 x-1 
x 

Agora, 
« -1 
Ri, er -1 
o ARA go dE 
a o E Eoçue sa 
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Então: E (f[f(x)]) =x 


8.15) Determine: f(x) se f(x + 1) =2- 3x +2. 


Solução: 

Fazendox + 1=y edalx=y- 1, tem-se: 
W)=(y-1"-3y-1)+2 
tW)=y-5y+6 (1) 


Em (1), substituindo-se y por x: 
x)=x2-5x+6 


Seja f uma função rea! de variável real, de dominio A, para a qual: se 
x ec A então -x e À. 


Se para todo x de À se tem f(=x) = f(x), f diz-se PAR. 
Se para todo x de A se tem f(=x) = f(x), f diz-se ÍMPAR. 


8.16) Para as funções, de R em KR, definidas pelas sentenças abaixo, diga qual é 


par e qual é impar: 
a) fix) =x 

b) f(x) = xº 

c) f(x) = x +x 


Solução: 


a) =x) = (09º =x2 = f(x): par 


Note que o gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo Oy. 


b) fl-=x)= (=) =x = —f(x): Ímpar 
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El tt) = Hx) 


Note que o gráfico de uma função impar é simétrico em refação à origem 


do sistema cartesiano, 
fa fix): não é par 


e fa da (e Iê -fix)=- =x) -x: não é impar 


Essa função não se classifica segundo à crifério par ou impar 


Exercícios Propostos 
8.17) Sejam as funções fe g definidas pelos pares que as constituem 
f= (1.2) (2,1) (3, 4) (4, 6)) 
g=((2 4) (3,5) (5,6) 


Determine a função g 0f. 


B. 18) Sejam as funções fe q definidas por: 
fo) = (x — 1 

B(x)= 2x +1 

Calcule: 


a) (fo 9) (1) c) (OMC) 


7 
db) (go f) (2) dj) (go a(-5) 
Nos exercicios de 8.19 a 8.24 as sentenças abertas definem as funções fe q: 


determine em cada caso: 
a) o dominio da função * 
b) o dominio da função g 
c) o domínio da função g ºf 
d) a sentença aberta que define g Of 
e) o domínio da função fo g 
h a sentença abera que define fog 


8.19) fo)=tx-1Pegod=x+1 
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820) 


8.21) 


822) 


B.23) 


8.24) 
8.25) 


8.26) 


5.27) 


B.28) 


8.29) 


5.30) 


B.31) 


8.32) 


f(x) = Xe gix) = x 
fixa dx 1 e gix= x +1 


tix)=1-) e gg 
x x+1 


fix)= Vx-1e gb) = 


fix) = xe g(x)= x 
Sejam as funções reais e de variável real. 


E 1 
(om =| Raia gue = 2x 
x sex>1 


a) Determine (g o f) (0), (Fº 0) (4), (FO) (-1) e (90 9) (3) 
bj Determine (g 9 f) (x) e (2 q) (x). 


Se fix)= 2x- 3 e figb)] = x, determine g(x). 

Considere as funções f e g definidas por gix) = |xJ e fix) =x + 2. 
a) Determine (fº 9) (x). 

b) Desenhe o gráfico da função fe g. 

c) Resolva a inequação (fº 9) (x) < 6. 


Suponha que as funções fe g são definidas por. 
fix) =ax+b 
g(x)j=ex td 

Qual é a condição para que fºg=9g2f? 


Seja f(x) = il Calcule f Lt [Hx)]). 


Dadas as funções definidas por f(x) = 5. gix) = -x e h(x) = x*, calcule 
x 


Fig [he-2) | 
Para a função f de K em &, definida por f(x) = 3x: 
a) determine x se fx) = f(2x + 3). 


bj) verifique se flãx + 4) = 3f(x) + 4. 


Se llx)=%* +3 e g(x) = (Fº f) (x), determine g(2). 
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das Sem dE La ne PARA 
x+1 Lx+1] 


B 34) Se fix) = 2x + 3, calcule: 


11 
aj 40) e) ( +) 
by =) f TS 
3 fx +1) 9) xa ho Mm 
d) Hixj+1 
8.35) Determine: fix) se to :) =x. 


8.36) Sejam as funções fe q. de N em N, definidas por: 


prA é im 
Hx =: apové;| par 

x+1 se x é par 

[x+1, se x é impar 
g(x)=- 


2x+1, se x é par 
a) Determine (9º) (5), fio(2)) e (FO f) (3). 
bj) Determine (g 2 f) (x) 


8 37) Para as funções, de R em R, definidas pelas sentenças abaixo, diga qual é 
pare qual & impar. 


a fo) =, 

D) Hx) = 3x-x 
2 

à toy= SH 
x +1 


8.38) Uma função f, de Rem R, é impar. Determine f(0). 


E.39) Verifique que hP (fog) =(hef)og para: 


fixo x? 
giXx> x 


tisjpaio 
x 


& 40) 1, gehsão funções de X em K. Demonstre que: 
f+gch=foh+goh 


8.41) f. ge hsão funções de E em E. Demonstre que: 
thog)ef=hoigon 
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Capitulo 


19 


—— mm 


Tipologia das funções 
- Função inversa 


«1 — Função Sobrejetora 
Definição 
Seja f uma função de A em 8; f diz-se sobrejetora se e somente se I(f) = B, 
isto é: 
| f é sobrejetora = I(f) = CD(f) 


fé sobrejetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega pelo menos uma flecha”. 


Note que se f é sobrejetora, para todo elemento y de B existe ao menos um 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, todo y de B é imagem de “pelo menos um" x 


de A 
Quando a função f, de A em B, é sobrejetora, a equação f(x) = y admite para 


todo y e B pelo menos uma solução. 
Exemplo 
A função f, de R em R., definida por f(x) = x? é sobrejetora, pois para todo 


y. ye R., existe ao menos um x real, x =+/y, tal que f(x) = y. 
Note que o contradomínio de f é dado: R.; o conjunto-imagem de f obtém-se 


projetando o gráfico de f sobre o eixo Oy: I(f) = R.. 
Então, CD(f) = I(f) = R. e fé sobrejetora, por definição. 
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CD(N = (8) = IR,” 


9.2 - FUNÇÃO INJETORA 


Seja f uma função de A em B; f diz-se injetora se e somente se quaisquer 
que sejam os elementos x; e x) em À, se x1 = xo tem-se: f(x) = f(x2). 


f éinjetora o (Vx, x, CAVXM, E A:X <= f(x) = fixo) | 


Note que se f é injetora, um elemento y de B não é necessariamente 
imagem de algum elemento x de A, mas, se o for, é imagem de um único x de À 

Quando a função f, de A em B, é injetora, a equação f(x) = y admite no 
máximo uma solução para todo y e B. 


fá injetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega no máximo uma flecha. 


Exemplo 


1 
A função f, de R* em R, definida por f(x) = — é injetora. 
x 


Note que y = O não é imagem de nenhum elemento x de D(f) = R" e que 


todoy e R,y 0, é imagem de um único x de D(f) = R”. 
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Quaisquer que sejam x« e xz em R”, tem-se: 


101) * (Om) 
9.3 - FUNÇÃO BIJETORA 


Definição 


Seja f uma função de A em B; f diz-se bijetora se e somente se f é 
sobrejetora e é injetora 


| f é bijetora <> (f é sobrejetora e f é injetora) | 


Note que se f é bijetora, para todo elemento y de B existe um e um só 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, todo y de B é imagem de um e um só x de 
A. 


Cf) 


B| 


fé bijetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega uma e uma só flecha”. 


Quando a função f, de A em B, é bijetora, a equação f(x) = y admite para 
todo y e B uma e uma só solução. 


Exemplo 


A função f, de R em R, definida por f(x) = * é bijetora, pois para todo 
yex=CD(f)existeume umsóxde A x= Yy, tal que: 


fo) =y 
Note que fé sobrejetora e é injetora. 


f(x) = 2 
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9.4 —- UM RECONHECIMENTO GRÁFICO 


Seja f uma função real de variável real; 
tA->B 
Podemos verificar graficamente se [ é sobrejetora ou injetora ou bijetora, da 
seguinte forma: 
Traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos pontos (D, y) com y e B; então. 
1º) Se essas relas encontram o gráfico de ! em “pelo menos um” ponto, fé 
Sobrejetora. 


CD(N = IK) 


2º) Se essas retas encontram o gráfico de f“no máximo” em um ponto (há 
retas que não o encontram, mas aquelas que encontram o fazem em um 
único ponto) a função é injetora. 


3º) Se essas retas encontram o gráfico de fem um e um só ponto, a função 
& bijetora. 
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Exercicios Resolvidos 


9.1) 


9.2) 
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As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas"; diga 
qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é bijetora: 


Solução: 

a) não é sobrejetora: nos elementos 2 e 3 de B não chegam flechas; 
observe que i(f) = CD(f); não é injetora: nos elementos O e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

b) é sobrejetora. I(f) = CD(f); não é injetora: nos elementos 0 e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

c) é sobrejetora: I(f) = CD(f); é injetora: em cada elemento de B chega uma 
única flecha, é bijetora; 

d) não é sobrejetora: nos elementos 2, 3 e 4 de B não chegam flechas, isto 
é, Kf) « CD(f); é injetora: nos elementos 1 e 5 de B, onde chegam 
flechas, elas são únicas; não é bijetora. 


As funções abaixo, definidas pelos gráficos, têm dominio A = [1; 4] e 
contradomínio À = [1; 4]. Diga qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é 


bijetora: 
a) b) 


9.3) 


Solução: 


Quando conhecemos o gráfico de uma função fe queremos decidir se ela é 
sobrejetora ou injetora ou bijetora, traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos 


pontos (0, y) com y e COIf: 


a) é bijetora; as retas encontram o gráfico em um e um só ponto; note que a 


função é sobrejetora e também é injetora; 


bj é injstora; as retas encontram o gráfico no máximo em um pontó, não é 


sobrejetora e portanto não & bijetora; 
€) não se classifica: não é sobrejetora, não é injetora e não é bijetora,; 


q) é sobrejetora; as retas encontram a gráfico em um ou mais do que um 


ponto; não é injetora e portanto não é byetora. 


Seja a função f definida por. 
fr RR 


[ft) = x|x| 
Verifique que f é bijetora. 


Solução; 
Vamos demonstrar que a equação: 
xlx=y dl) 
qualquer que seja y de E = CD(N, avmite uma e uma só solução. 


Se y2>0, tem-se: 
2 


no 
xpl=yoja ex=yy 
EE 
Sey< 0, tem-se: 
x =-y 
xxj=yoja ox=-J-y 
Es 


Portanto, a equação (|) admite, qualquer que seja O real y, solução única: 


x=Jv se yrOx=-y se yso 
Para a obtenção do gráfico da função f note que: 
Sex2z0: |x| =xetix)=x 
Sexs<0: |=-xe Hx)==d 
Então: 


2 

x, sex20 
09) à 

-x se xa0 
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9.4) 


9.5) 


9.6) 
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f é bijetora: toda reta paralela ao eixo Ox 
que passa por (0, y) com y e R corta o gráfico em um e só um ponto. 


Considere a função f, de Z em Z, definida por: 


rá 
[5:56 x é par 
f(x) = 


x+1 a 
ar se x é impar 


Verifique se fé sobrejetora ou injetora ou bijetora. 


Solução: 
A função é sobrejetora, pois todo a e Z = CD(f) é imagem de pelo menos um 
elemento de Z = D(f): esse elemento é 2a (par). 
A função não é injetora, pois elementos do domínio da forma 2n e 2n — 1 
têm mesma imagem: f(2n) = f(2n— 1) =n. 
A função não é bijetora. 
Seja a função f, de R em B, definida por. 
fb)=x]-2x+4 


Determine B para que f seja sobrejetora. 


Solução: 
Para que f seja sobrejetora deve-se ter I(f) = CD(f); então: 
B=I(f) 


-Ã 
rf e K +24] 
(f) ps R[y rei 
KD)=(yeR|y23)=[3; + 
Dai: B=[3; + 
Seja o conjunto À = (x e R | x < xo). Considere a função f, de A em R, 


definida por: 
fix) = 2-6x+8 


Determine o maior valor de xo para que f seja injetora. 


Solução: 


Note que CD(f) = &; para que f seja injetora, retas paralelas ao eixo Ox que 


passam por (0; y), y e R = CD(f), devem encontrar o gráfico “no máximo” em 
um ponto. 


. , -b 
Para que isso aconteça, o maior valor de xo é x, = aa =3. 
a 


9.7) Sejam fe g funções de E em E. Mostre que se fe g são injetoras, a função 
gºfé injetora. 
Solução: 
Sejam x; e x2 dois elementos quaisquer de E. 
f é injetora: x,  x2 = f(x1) = f(x2) 
g é injetora: f(x1) = f(x2) = glf(x1)] = glf(x2)] 
Portanto: 
X1*X2 > (90 f(x) = (9º (xa) 
isto é, gOfé injetora. 


Exercícios Propostos 


98) As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas”. Diga 
qual é sobrejetora ou injetora ou bijetora: 


a) 
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As funções abaixo, de À em B, são definidas pelos gráficos. Diga qual é 


5.9) 
sobrejetora ou injetora ou bijelora: 
e) 


a) 


3 10) Para as funções definidas abaixo, diga qual é sobrejetora ou injetora ou 
biyjelora” 
a) RS Re ftx) = xl 
bj) tmS Re, fo = |x] 
co trt R'.fx)= : 


RS5R fig=-+4 


fxl= x 
2 


d) 
e) RS RE. f(x) = 


D ER E, fix) = [x] 
(Sugestão: raciocine graficamente ) 


9.11) Seja a função f definida por: 


jra-(Sj>R 
3x +5 

f - 

| a dx-3 


Verifique que f não é sobrejetora. 
Ix+5 = 


(Sugestão: número de soluções da equação Es v.) 
X — 


9.12) Seja a função f, de Z em Z, definida por: 


x . 
tê se x é par 


0, se x é impar 
à função f é sobrejetora? injetora? 
Seja a função f, de R,* em K,*, definida por: 


9.13) 
fog = + 
x 


l f(1) e 2). A função é injetora? 


1 
Calcule (5 
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9.14) 


9.15) 


9.16) 


9.17) 


9.18) 
9.19) 
9.20) 


9.21) 


Seja a função f, de X em K, definida por: 


2x-3 
f(x) = —;— 
xº+1 
Resolva as equações f(x) = 1 e f(x) = — 1; conclua que f não é injetora e não 


é sobrejetora, 


Seja a função f, de X em B, definida por: 
fb)=->* + 2x—1 
Determine B para que f seja sobrejetora 


Seja o conjunto A = (x e R | x > xo). Considere a função f, de A em &, 


definida por: 
fix)=x-6x+8 
Determine o menor valor de xo para que f seja injetora. 


Sejam os conjuntos Ae Btais que n, = penp=q, e seja f uma função de A 
em B. Qual condição p e q devem satisfazer para que Í seja sobrejetora? 
Inetora? Bijetora? 

Quantas são as funções sobrejetoras de A=([1:2:3)em B=(1,2)? 
Quantas são as funções injetoras de A = (1:2)em B=(1:2:3)? 


Quantas são as funções bijetoras de A = (1,2:3) em B=(1,2:3)? 


Sejam fe g funções de E em E. Mostre que se fe g são sobrejetoras, a 
função g ºf é sobrejetora. 


9.5 — FUNÇÃO INVERSA 


O Conceito 


Sejam os conjuntos A =(1;2:3)e B=(a: b; cje as relações de A en 
My = (1; a), (2; a), (3: b)) 
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Na=((1,a). (1,b). (2. 0) 


Wa=((1;a), (2; b), (3: 0) 


Observe que as relações 1, e 94 são funções de A em B, a relação R não é. 

Para cada uma das relações dadas podemos construir a sua relação 
inversa, de B em À: 

yu l= ((a: 1), (a. 2), (b; 3)) 
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Observe que a relação Mt, é função de A em B, mas a relação 4! não é 
função de EB em À (por quê?) A relação ut, não é função de À em Be a relação 
MR” não é função de E em A. 

Entretanto, a relação 9 é função de A em Be a relação inversa 
também, é função de B em 4. Observe que Na é função bijetora de A em Bi e isto 
significa que para todo y e B existe um e um só x e A tal que (y: x) e my”, isto é 
ga é função de B em A. 

Note também que (9!) = I(9ta) e MIta) = Didi). 


Teorema 


Seja f uma função de A em B, a relação inversa ! & uma função de Bem À se & | 
I 


somente se é uma função bijetora, 


Demonstração: 


1º) Vamos demonstrar que se f”" é uma função de 8 em A então fé e 

Seja y um elemento qualquer de B; então existe x e Ataque (y; x) ef” 
poist”' é função, e dai (x, y) e f, isto é, Fé sobrejetora. 

Sejam x, e xz dois elementos quaisquer de À, tais que x1 = x2. Note que se 
fx) = Hx2) = y viria ii =x e la =x, contra a hipólese de que (7 é função; então 


XX = fix1) à fixo), isto é, f é injetora, 
Logo fé bijetora. 
2º) Vamos demonstrar que se fé bijetora, então 7! é função de Bem A. 
Para todo y em B exisle um elemento x em A tal que (x. y) e f pois fé 
sobrejetora. Então para todo y em B: (y; x) E [isto é, todo y de B lem imagem x 


erm A, dada por 
Supondo que um elemento ve B tanha as imagens x; e x; em A. dadas por 


f”!, teremos: lyx)efte(yxgj ecl” edair (x y)efelx: y)e f entãox = xp. 


pois tê injetora. 
Rg da então que todo y de B possui uma e uma só imagem em À, 


dada por f” isto e f! é função de B em A. 


Definição 


Seja f uma função bijetora de A em Be seja f sua relação inversa. O teorema 
anterior mostra que E! & uma função de B em A e que se denomina função , 


inversa de f. 


1 Ed ou a : -=1. a a o 
Diz-se que uma função é invertive] se existe " , isto &. se fé bietora. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos A = (-1,0;1), B=(-3,0, 3je a função f, de À em B: 
f= (01,3), (0:09, (1, 39) 
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Note que f é bijetora, então f é invertível, isto é, existe 7". O domínio de 1” é 
Be o seu contradominio é A. 

Os pares ordenados que pertencem a f"! são obtidos dos pares ordenados 
que pertencem a ftrocando-se, nestes, as coordenadas uma pela outra. 


(=1: -3) e fentão (-3; —1) e 1” 
(0, 0) efentão (0,0) e ft! 
(1; 3) efentão (3; 1) E od 


E! = ((-3:1), (0: 0), (3, 19) 


Observações: Seja f uma função bijetora de A em B. 
1º) Se (x,y) e fentão (y; x) e f' e inversamente: note então a equivalência 
para as sentenças abertas: 
yv= fo) x= E (y) 
2)D(t"') = fe If!) = D(f), note também que pois I(f) = CD(f), pois é 
bijetora. 
3º) Observe que a função 7! é também bijetora e que: 
(1)! = 


A Sentença que Define a Função Inversa 


Seja f uma função bijetora de A em Be seja y = f(x) a sentença aberta que a 
define. 
Da equivalência: 


y= fo) x=1"(y) 
concluímos que a função inversa, f"', de B em A, é definida pela sentença aberta 
Xx= gy): 
f=((xy)cAxB]y=fx) 
P=((yMeBxA|x='y) 
Então, dada a sentença aberta que define a função f. 
y = f(x) 
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para obtermos a sentença aberla que define a função inversa ft”! expressamos x 
“em função” de £ 
x=1"(y) 
Por exemplo, seja a função bijetora: 
ft IRS E 
ly=fog=x 


A função inversa, f”', é função de E em E. 


Para obtermos a sentença aberta que define 7! partimos da sentença 


aberta que define f. E 


expressando x “em função” de y: a 
=Yy 
Então, a sentença aberta que define a função me: 
x=(= Yy 


Pa=lyMeRaR|x= x) 
Como é comum representamos a primeira coordenada de um par ordenada 
com a letra x e a segunda coordenada com a letra y, na sentença aberta x = Yy à 
que define f7!, fazemos uma troca de letras: x pory e y por x; então: 
Felixypez=Riy=y) 


Um Resumo 
Dada a sentença aberta: 
y= o) 
que define a função hijetora f, se quisermos a sentença aberta que define a hu. 
pe procedemos da seguinte maneira: 
1º passo: na sentença y = fix), isola-se x no primeiro membro. 
2º passo: troca-se a letra x pela letra y e a letra y pela letra x. 


Uma Propriedade Geometrica 


Seja f uma função bijetora, real e de variável real. 

Seta bje l então (b:a) ef. 

Num sistema ortagonal xOy, às pontos de coordenadas (a, bje (b. a) são 
simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes impares. 
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Aplicando o raciocinio para todos os pares que pertençem a f, podemos 
concluir que 


Os gráficos da função f e sua função inversa F! são simétricos à bissetriz dos 


quadrantes impares. 


Exemplo 
: (iRS9R 
Seja a função bijstora ix saga 
xj=x 


é ir RSR 
& função inversa de Té:+ a 
[fixj= Yx 
Os grálicos de fe de ft" esião na figura abaixo: 
Y fy=x 


B|-.... (2; 8) ,*bissetriz 


(-2; -ejh--|-8 


Exercícios Resolvidos 


922) Seja a tunção f de P* em X" definida por: 
fix]= , 
x 


Verifique que Í é bijetora e determine f7'. 


Solução: 
fé sobrejetora, pois todo y e R* = CDif) & imagem de um x = E eR'=DIf) 
y 


fé injetora, pois para todo xa, x2 de Rº = DIÍ) tem-se: 
NEMO + at 
K Ra 
fiz, | E t(x5] 
Enlão, fé bijetora. ê 
À senlença que define f” obtém-se da seguinte forma: 
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2.29) 


1º passo: Isola-se x na sentença aberta que define f. 


Ry = 
1 
x=- 
Y 
2º passo: “trocam-se" as letras x e y: 
1 
E 
x 
lê RS R 
Então 
[oo at 
x 
Note que f= fp 


Seja a função f definida por. 
t:R-)31 — Rib 
(2) 2 


Xx+2? 
fix) = 
O) Ex-3 
Verifique que f é bijetora e determine 1! 


Solução: 


Para verificarmos que f é byetora vamos mostrar que para todo y, 


ye R-(5) . 8 equação: 


x+2 
2x-3 y 
; 5 513 
admite uma e uma só solução ad 
Para 
É 2 : 
Xe Siaos = yo x+2=n2x 9) es xi 29) 20dy coxa IE (1) 


Observe, então, que de tl) podemos concluir que para todo y, y = > existe 


em correspondência um e um sóx, x e af Concluimos que f é bijetora. 
A sentença aberta que define ft obtém-se de (1), trocando-se as letras x ey: 
x +2 


Etbo)= 
(x) 2x-1 
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924) Seja a função f definida por: 

(ER,SR, 

f(x) = x? 
Verifique que f é byetora e determine pt; 
Solução: 
Para verificarmos que f é bijetora vamos mostrar que para todo y, 
ye R.= CD(f), a equação: 

xº -=y 

admite uma e uma só solução x, x e R. = D(f). 
Para x > O, a equação nos dá x = . e como y > 0, a solução existe e é 
única. 


Então, f é bijetora. 
A função inversa de f é definida por: 


TUR, SR, 
lry= Jx 


9.25) A função f, de X em R. definida por: 


f(x) = x |x| 
é bietora, Determine f”'. (Veja o exercício 9.3.) 


Solução. 


Parayrotemse y=y=xgox=y= 4. 


Paray «<q tem-se. y=ty=xMox==-V-y 
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A troca das letras x é v nos dá: 


Pis 
E'bo= dx, sexz0 
fx, se x£0 


9.26) Seja f uma função bijetora de E em E. Demonstre que: 
f'ot=lg e fot=Ie 
onde le é a função identidade de domínio E, isto é: 
HG:E=>E 
licoo= 
Solução: 
As lunções compostas [' of e fof são de E em E; alem disso: 
(enbo=itog="g)= 


voto =tl=ftm)=y 
Ficam demonstradas as igualdades. 


Exerciclos Propostos 


927) Seja a função polinômio do 1º grau: 
irR=R 
lfty)=ax+ba=0 


Verifique que f é byetora. Determine f 


9.28) Para a função polinomial do 1º grau: 
jiiR>R 
[ftx)=ax+b 20 
determine a e b para que f= 7". 


9.29) Verifique se cada uma das funções definidas abaixo é bijetora, em caso 
positivo, deterrnine a função inversa: 


fr: R >A, a) fiz otyeRiy2-1 
* Ttoj= x [ftx)= x) -1 
[tiR-MDSR-( an Us 2-4 
E [ra 2 Img=1-1 
E x 
RS R 
À ig= 41 
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8.30) Considere a função f, de k em KR, definida por: 


fix) = éx-—5 
a) Determine gi 
b) Caltule (fot) pje e [tc]. 


9.31) Uma função bijetora de ik em E é definida por: 


ftx)= x -1, sex20 
x-lse x<0D 
Determine [7 


9.32] Sejam as funções bijetoras fe q, de E em K, definidas por: 
ix)=2x—1 
gbJ= 4x +3 
Verifique que (90) =fog”. 


8.33) Seja a função f bietora, de A =E-(5)em B= E — (m) definida por. 


peteimine m sabendo-se que a senlença aberta que define a função a 
F(x)= Ix=+1 
x-m 
“. 34) Seja a função definida pela sentença aberta: 
ax+b 


flx)= a +bcz0 


ex-a 
Determine bo. 
For que a condição a +bes 06 imposta? 


9.35) Seja a tunção É. de R em E. definida por: 
fix)=2x+1+|x-1] 
a) Desenhe q gráfico de f 


bj) Deduza se fe bijetora. 
c) Em caso positivo dê f”'. 
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Exercícios Suplementares 


V.1) Seijamtfeg funções de E em R, cescentes em % Verifique que a função 


f+g é crescente em E. 


Y2) A função [, bjelora, de * em K, é crascente em 2. Verifique que (E 


crescente em E. 


v.3 Se as funções: 
tE=>F 
Bg:F>5>E 
são tais que 9º f= I; então fé injetora e g é sobrejetora 


v.4) Uma função f. de E em F, É bijelora se e somente se existe uma função q, 
de Fem E, tal que: 
gol-=lg e fog=lr e g=" 


V.5) Sejam as lunções bijetoras: 
fE-=sF 
q F=6 
Mostre que (ge)! =" 097, 


4.6) Um função f de Rem E, étal que paratodo a, ac R,etodob. be Z, tem- 
se: 
fifa + by = fla) + HD) 
aj Determine f(0). 
bj venfique que fé impar. 
ci Se f(1]=k, determine En), ne Nº. 


V.7) Uma função f, de Z em Z, é lal que para todo a, a e 5. etodob. be =, tem- 
se: 
fia + bj=f(a) Hb) 
O conjunto-imagem de fé Nf) = (=1, 14. 
a) Determine f(0). 
bi Verifique que fé par. 
c) Seke Z verifique que: 


H2K) = 1 
(= 
fik + 1)=—1 


v.8) Uma função f, de X em R, é tal que: 
fix + 5) = [00 
ft=x) = —fix) 


(5)= 
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(16 29 
— Lt IH Tá 
Determine f| E ) ( a ) (12) + f(=7) 


v.9 Seja a função reale de variável real definida por 


109=5 Je e|x-2) 


a) Determine D(h. 
bj Faça o gráfico de f. 
e) Determine HE). 


4.10) As funções fe g satisfazem às condições. 
fix) = 2x + 1 


gizx-— 13 =fix— 1) 
Determine g(x). 
411) Uma função 1. de Z em R, eslá àssim definida: 
4 vx xelTo 2) lx) = x 
2) fé par 
3 Hx + 43=T(x), vx xe É 


a) Dê a sentença aberta que define fparax e [= 2; 2). 
b) Gráficode fsex e [-6. 6] 

c) Resolva a equação f(x) = 1, 

d) Determine Kf), 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capítulo 1 
1.3) a bd.f 


1.4) declarativas: CE 
abenas a, bd 


1.7) a) V=45) co) V=(5:7:8) 
bj) 4 =(8,7,8/8) dj V= (2-2) 


18) a V=((10/8), (53). (2; 0)) 
bj V=(i4:5) (0,1) 
c) V=[4,23).(1:0/1)) 


1.12) a) Salvador não fica na Bahia. 
bj Pássaros não voam. 
c) Salvador fica na Bahia e pássaros voam. 
d) Salvador fica na Bahia Ou pássaros voam. 
a) Salvador fica na Bahia ou pássaros não voar. 
Salvador não fica na Bahia e pássaros voam. 
Não é verdade que Salvador fique na Bahia ou pássaros voem. 
) Não é verdade que Salvador fique na Bahia e pássaros voem. 


a) prq ec) (prq) 
b) -pa-g dd -qvp 
1.1B) a s=0»p bags 
bj q=" 9 p=" 
Cc g>s hj)s>9 
d) ">p j s<=oq 
e) s=>4q »p pos 
119) 3) V 0) MV a F 
b) V e) V hj) WV 
co) F 9 F vo MY 
1.20) a) 


tpng)v tr 


nTn << ela 
anc<atunea<|a 
neneanamnc|- 
nana na<m 
nnmmnmna «|» 
nana 
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b) 


Ee] 
enececedt 
Re) 


> 


fpvg)>(rap) 


nnnn<a<<<|U 
nn<<nnc<c< 
n<n«<an<nc< 
nnnmnan<n< 


1.21) a) Há pelo menos um marciano que não usa camisola. 
b) Há pelo menos um camelo que tem rabo. 
c) Não há habitantes na Lua. 


Capítulo 2 
2.5) a) V d) F 9 V p F m) » 
b) F e) V h) F k) V n) V 
c) V 9 F ) F b F o) F 
2.6) a) 40;1,2;3;4) 9) (57) 
b) (2: 3/4...) h) 10;3, 6,9...) 
c) (2:3;4) ) (1,4,7,10..) 
dj) (Roi) =5:=2/=14 01,2) ) (4357...) 
e) (-3,-2;-1:1;2;3) k) 45) 
9) (-5:-4,-3,-2,-1,0) » (9) gabarito correta e tevisado O 
2.12) a) V d) V 9) F DV m) V 
b) F e) F h) V k) F n) V 
c) F 9 V ) F DV o) F 
2.13) Sejam: 


E = conjunto das pessoas engraçadas 

€ = conjunto dos coelhos 

À = conjunto das pessoas que sabem caçar borboletas 

D = conjunto das pessoas que não sabem andar de bicicleta 


O diagrama dos conjuntos é: 
E 


E 


Assim, a resposta é d. 


309 


214) b 


2.20) à) (1:3,5:7,9;4:6) 
3 


(o) 
f) (2,4;6;8;10,3;1:5) 


221) 14,6;7;5:9) 


310 


ASA 
<< 


o 
an 


242) a) [4:89] 


243) a) [il 


244) 8) EM 


Capítulo 3 


37) a) S=(3) 


d) F 9 F 
ev h V 
pv v F 
cv 2) MV 
d) F nov 

b) 30 

c) 30 

d) 55 
c) 32 
d) 20 

o) 400 

d) BO 

b) 23 
E 9) V 
F DA 
V ij F 
b) 15 
e V ij F 
o v ij F 
9) F kV 
hn) F | v 
d) [-3,2] 
e) ]5:11 
c) 12 
d) [+ : 

4 
b) 3.48 | 

4 2] 

c) 8=(2) 


e) 1800 
1000 


c) 43 


mp 4 
ny) W 
o) F 
p) F 
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3.8) 


3.9) 


3.14) 


3.15) 


3.16) 


3.21) 


322) 


S.24) 


3.29) 
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b) S=(3) 


a) S=B 


-=13 


efa 
3 5 


b) v=lõis3b 


V=(4,7) 

a) V=0 

b) V=(5) 

c) V= (9) 

aj V=([0,-1) 
b v=/.g 5) 
) l cá a 


c) 


d) 


e) 


e) 


d) 


VD 


V= (0 4; —) 


o [Sear1 Vs 


a Pa Ea] 


[42+1] 
] a-1 


3.35) 


3.36) 


3.37) 


3.45) 


3.46) 


3.47) 


3.48) 


ERAS 
a-2 


Sea=2V=g 


(853) 


V=((-2,3,-4)) 
V=H5,4,2) 


2b+8] 
3-a 
SeasjJebz4V-Q 
Sea-Jeb=4V=R 


Sea *3,V=| 


d) 


97.30) 


iá v= (25:29) 


(13,39) 


o vo 2) 


e) V=(1,-3] 


O ca o ) V=02 


6 5) 


V= (ty 
V=(1441,1-11) 


vis] 
13[ 


d) V=D 


B) V= (o 5) 
2 


BAR 
B) V=já 7) 


9 V=(0,-1) 
9) V=(2/4) 
hp V=(4 —4) 
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EB =19 
b) v=[5:5 9) V=18.4) 
sa À 
c) V=g nd v=(2:5) 
dy Vs [81] p V=([-3:4) 
e) V=(0,1) bv=g 
3.49 vejo 2-22) o v=[05) 
S ) a) | a Es + 2 a a 
V ] É d) V=(3 
dy v=[-5) = (3) 
3.50) a) V=(-1/4) b) v=lt = 
lia av [=7.-28) es 
2.51) a) So TR [3:&)) d) S=((-1:1) 
b) s-[- Sjez-a) 9» 5=9 
c) S=(4 2) (-2.4)) 
3.58) e 
15 
109 
3.59) ea 
1 , 1 
3 BO) a) E b) impossivel [03] p) 
43 
3.61) a 
3.62) a) x-5x+6=0 c) 3X -5x-2=0 
bj) x)+2x-24=0 d) x-(3+ 42 )x+3/2=0 
3.53) x)+10x+25=0 
3.64) a) (x— 3x + 6) d) (x+ Dix— 1x + 2)x — 2) 
bj) (2x— 3x + 5) e) (xr ikx=— (3x + (3x 1) 
e) (2x +37 0) tórax 3) 


S14 


Capítulo 4 


4.11) a) V=(KeR|x>5) 


4.12) 


4.13) 


4.18) 


419) 


4.20) 


4.30) 


d) Velxerixss 
b) V=[xeR|x<1) 


co V=(xeR|xs-1) 
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+ 


2) 


e) V=(xeRX[x>-3) 


( -1 
V= R — 
À) od o) 


a) V=]58. dd V-O 
b) V=R e) v= E: ee] 
La dl 
que esa 
E) a 
25 -25 
E>—— kz — 
dido Sina 
bi K=cê di due EEe 
72 72 
r 5] 
a) V=lxeR|x<e4o0ux>> 
' 2) 
b) Welcome Lyra 
l 2 3 
c) V=(xem|x<Iv2cx<5 
í 231 
dj V=lxeR|x<3vx> >: 
) | | 6 | 
v=]1; A 
ER pe) 
a) V=(xeR|-1<x<8) ) V=R 
b) V=(xeR|-1<x<8) k) V=g 
co) V=(xeR|x<-ivr>8) y V=B8 


d V=fxeR|xsAvx 28) 
e V=R-3 

) V=R 

9) V=7 

h) V=(3) 


j VER 


m) VaflxeR|x<2vx >3) 
n) V=(KeR|2<x <3) 
o) W=[51, +) 

p) V=0,4] 


is 3-0 340 
q) V= 2 A 
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431) à V=beRix=-2wx> 2) b) V=[-2:2] 


432) a) V=xeR|xelv]isxsdvxz5) 
b) V=breR|-Isxsdaxo2) 
o v=(xerg|[S<xs taxa O 
dy V=(xeR|-d32exs/3v32x<6) 


43 a) V=geg|jxe4vt- tex<e 14) 
bi V=fxeR|-Icxcavxa 13 


c) Vefxerixc-av-Isx<3vx29) 


t 
d) Ve xeR|-Sexctuxaç] 


434) a) V=lxeR|1ex<3Iv4sx<8) 


b) ve[2 3] 
Pag 


4.35) 6- 35 <p<6+/35 
4.38) 1-4 2 <k<-1+4 42 


437) fxeRm|[02x<2vx>3) 


4.40) a) F d) F 9) V Rs 
by V e) F hj) Mv k) V 
cv Do Mv DV 
a>b 
4.41) xry >a+x+b+ry>bry+z>a+K>2>a>2-X 
Es isa] 


442) 2+48 «3 +47 o (2 + JB <(Var TP e 
= 2+2/2/8+8<3+2/34747 0 18 « 42105 
= 16 <2Z1 
Como 15 < 21 ê verdadeira, o mesmo se dá com a sentença inicial, 


443) a) a+bl>2zaboa!-2Zab+b'z0s0Ola-b/>0 
Como a sentença (a — bj? 2 O é verdadeira, o mesmo se dá com a 
sentença óriginai. 
bj Usando o resultado do item anterior temos; 
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4.44) 


af +b? > 2ab 


al+ci>2cl>alsbisalsctsbisecê>2ab+2ac+2bo => 
b?+ cê > 2bc 


oz 2bl +20) x 2jabrac+bo)=sal+D+c)zab+rac- be 


a+b 
a<cboa+racarho2Zaca+besge—>— 


Dei 


ER paitro dps 


4.45) Como ae b são positivos e a « b temos: 


b aeb. a caboa b es 
a ad dA a «+ <aD<+ < va Epa a a 
acboabcb'o vab<h 


4.46) Sendo 0 <a<btemos: 


ac ia oajarbl<Z2besa!-ab<Zeboa! cabo a<h 


d+ 


(1); 


Como a <b é verdade a na também é verdade. 
| a+ 


= <b «> 2ab «bia +b) «> Zab «absb oab<b oacb 
(pda + a 
Como a <b é verdade, E Rob tambem é verdade. 
a+ 
De (1) e (Il temos: 
a Es <b 
a+b 


Zad aa? 
Ja qeu st z 

a+b (a+b) (a+b) 
(Ulo dab<al+2absb! S0<al-Zab+b" O <(a-bf 


= « Jab também é 


«to sabc(a+b) o 


Como C<(a-bJ” é verdade, 
a+ 


vab co o2vab<arbodabe(a+rb) o 


fico dabeal+2ab-b? os 0<al-Zab+b” SO <(a-by 


a+b 


Como 0 « (a-b) é verdade, Jab < também é 


</ab gERR 
? 


De (1) e (ll) vem: 226 
a+b 
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d5t) a) d co 2 e) 6 
D) 4 d) 5 n 
4.52) à) V ERP E 9) 4 
b) MV e dv hj 4 
o V à poM 
453) 0) V=(7,-7) b) V=8 cd V=(0) 
d.B2) a) V=(17:=1) 9 V=(2 -2) 
b) V=( 2-2 42) 9) v=123, 3+ 488, 3- 33] 
2 2] 
(12 (25 5) 
cada 1 do, Edna 
25-11 E radio 
d) v2.5) j V= 25 
ni ma à E 
o v= (5; 2) Db V=o 
463) a) V=(d,—d) b) Y=0;6) 
4.64) a) v=[5) 
' 9 
bj) V=B 
c) V=(6) 
«4/52 
4.65) a) Vet 5) 
b) V=ixeR|-7xxs—4) 
c) V=(28,-2) 
í 2 11 
4.66) a) o cê (35) 
dm) a) V=jxem|x>Evx<—) Bj V=R 
db) V=lxeR|[xz26vx<-) D VER 
ci V=xeR| E<x<6) q V=g 
dd V=[xemR|-Gex<6) hj) V=8 


4.73) a) velxezix> Dur ot) 


f 
b) VejxeRixe iva si) 
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É) VefxeR|tex ci) 

d) -[reRitsa sã) 
3 

e) V=k 

f) =iR 


| 
pa 
to fin 
pEsnei en 


= 
<a a aaa iq 
IE 
5 va 


tl 
aa SS] 


H 
sm et 


414) a) V=beR|x<-5vx>9) 


b) V= = 
112 5 

EM [72] 

dd) V=[-2:5] 

4.75) a) V= 44 

b) V=P;5 

c) V=lxeRissivrad) 
L 2 2 


4.76) a) V=(xeR|x<A4 vd4cx<c6vx> 6) 
bj) V=xeR|xeS4vx2z4vx= 2) 
co) V=fxeR|-Ixxsbaxa2) 

d) V=[(xeR|-5Esxe2nxa-—?) 


|x = y| =|x +(-y) | =|x-y six-|-y|=[x-y £ |x)+|y| 


4.79) a) 
Por M, temos|x+(-y) < |x| ++] 


|x]=|y=(y-x)) | 
by ly-ty-»]<]y|+|y—=]] 
= ly -xlz|x]-|y = |x—y) 2 |x]- |y] 


=> [x| sly|+|y=x] > 


S) |e+yi= [e (2 = I=yi= [el= yo Ix+ ya pel—tyl 
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a.a0) 
x+yrz=|[x+y)+2 | 
f(x +y)+ Z| sp y|+[2I| 
fix+y+zs]|e+y]+|2] 
Lo dx+y=ba+|y] 
|x+y+2]<|x+|y|+ 2 


= |x+y+2)s|x+y|+|2] 


481) lix+y)-ta+bj=Ix+y-a-bl=|x-a)+(y-b)slx—al+ly—bl 
Jix+y]-(a+b)s|x-al+|y-b 

pe-aj<k 

| |y=b|<k 

Kx+y)-(a+b))s 2k 


B 


Capitulo 5 
42 168 
5.4 .— .— b =11 =B 
po a) x 1 ey 11 ) X ey 
5.5) 2) (0,0), (a; b) b) a=[5:-1) 


5.56) Da hipótese: (fa); fa: bJ) = ((b): (bj; a)), como (a; b) = (b; a) segue-se que 
fap=(bjedaia=b;se(a)=(b; aliambém a =b. 


5.11) 20) 43,3), (3/4), (3,5), (4,3), (4, 4), (455), (5: 3), (5: 4), (5: 5)) 
bj (3; 1), (3, 2), (3: 3), (47 1), (47 2), (45 3), (57 1), (572), (5, 3)) 
e) (01 1), (172), (1,3), (27 1), (2; 2), (273), (351), (3: 2), (3: 3) 
o) MBC 4) (1; 5), (2; 3) (2; 4). (2: 5), (373), (374), (33 53) 
e) (3, 3) 
Mo qt 3) (17 49) (17 5) (2: 3), (27 4) (2: 5), (371), (37 2), (373), (3 SA (3; 5), 
(3: 1), (4,2), (4: 3), (5: 1), (5,2), (5,9) 
9) 401: 3), (2,3), 63; 3), (4,3), (5, 3)) 


7 


5.13) a) n 


m 
cbn m 
n 
e) mê -m 


5.14) 4=[1,2:3) B=(2; 4) 
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5.15] a) 


incluidos 
/ 
x x 


CA 


5.20) a) F o) 4 
b) V d) F 


5.21) Dist) = by M)=B 

e 

5.26) a) ((2: 1), (4:23 (6; 3) 
b) 


27) a) ((=15-1), (0/0) (1,1), (2,2), 03: 3) 
b) Dt) =(-1,0:1;2,3)= 48) 
co) N=fixyeZ|x=ya-lexs3a-A<y<3 
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5.28) 


5.29) 


5.30) 


5.36) 
5.37) 
5.38) 
5.39) 
5.40) 
5.41) 
3.42) 
5.43) 


5.44) 


5.45) 
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a) (5: 0). (3, 9), (4; 3), (0,5), (37 4), (4, 3), (0,5), (>4, -3), (3 —4), (0, —5), 
(3. —4), (4: -3)) 

b) D(n)=(-5;-4,-3,0,3,4,5)= (8) 

c) É o conjunto constiluldo por 12 pontos sobre uma circunferência de 
cenlro na origem e raio 5. 


Mas (14 2). (2) (1 (1,27 3), (dt; 2 ID. (3: (1: 2 3) 
Jio= (UT DM 2 22 3 12, 3K (1,23) 

Mae Hs 

Ha, Me Rs 


Yi, dia, Nse hs 


Yt> 
sim 


não (x < x é falso) 
sim 
sim 
a) 1º) m=((=1,-2) (0.0), (1, 2) 
2") D(H) =(=1:0: 1) 10h) = (2,0; 2) 
39 7 =((-2;-1),. (0,0), (2; 1)) 
mr'=(tx ye A|x=2y 
bj 1º) M= (1-2) (0-1). (1,0) (2, 1), (3; 2) 
D(M)=(-1,0,1,2.3k 168) = (-2;-1,0,1,2) 
mo = ((=2,=1),1-1:0). (0: 1), (1; 2), (2: 3)) 
src= ye a |y=2% 
m=((-2:=1),(-1,-23 (1:2). (2; 1) 
Diu) = (-2,—1: 1. 2) = (00) 
39 = 


a) yr=AxAew=g 


b) N'=zBeN=AxA 
c) U 


5.47) 


a) sim 
b) med( AC ) = med(BC ) 
c) O gráfico de Wt”! é simétrico ao gráfico de R com relação à bissetriz: 


5.48) Devemos provar que se (a: b) e Jty À Nz então (b: a) e Ryu Via. 
Se (a; b) e R11y M> então (a: b) e W, ou (a; b) s Mz e como e Me sz são 
simétricas: (b,a) e My0u(b/ a) e Ne dai(b;a) e Riva. 

5.52) aec 


5.53) a) À 
b) (0;1;4) 


5.54) 
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Em nosso curso de Análise Combinatória estã demonstrado que se um 

conjunto À possui m elementos e um conjunto B possui p elementos, o 

número de funções de A em B é dado por p”. 
5.55) a) F b) F Cc) V d) V 
e) V 


5.56) sim; todo x de A tem imagem x. 


561) a) ((=1:-1), (0-1), (1; 1), (2: 2)) 
b) (-1.1,2) 
c) (-1,1:2) 
d) 


Es Re 


5.62) (0) 
563) a) 1 b) O co) 0 a) 1 
5.64) 0,-1 
5.65) sim 


5.66) não 
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Capítulo 6 


6.4) 


6.5) 


a) & 
b) R-(1,2) 
a) (xe R|xs-20ux>2) 


b) xe R|ixs-20ux22) 


a) (xe R|-2<x<24nx=0) 
b) (1) 
co) R 


a) Re. b) R 


a) (xe R|-15x<1) 


c) (xe R|x<s1ioux>2) 


d) xeX|x<1oux>2) 


o) Xe Rl|x>2) 
d) XeR|x22) 


EIA d) 40) 


c) % (convenção) 


b) R 

c) R 

a) (1) b) 5 

a'=0, D()=R;a>0:D()=R;a<o, D(f)=R. 
m=3 

aed 

a) D(f) = [-2; 3]; Kf) = [-3; 2) 


b) -2;2,0;-3,0 


a) 


D(f) = R, Kf) = (-3) 
c) 
4Y 


D(f) = If) = R 


co) (-1:1,3) 
Sd) EZ-fU)I 


b) D(D=R. Kf)=(0) 


O gráfico é o eixo Ox 


d) 


/| 


D(f) =) =R 


B.dd) (-2.-7) 


623) a) 0,1,2;2 
b) 


c) Kh=(0,1,2) 


6.24) a) 


11) = (2; +00 
1 
6 25) a) AS ARA 


6.26) m = 1: não há ponto fixo; m « 1:90 ponto fixo é x = po 


rm = 1 

8.27) 

NO = (0:3 

: | 

: : A 

= ; 

13 

628) a) 2 b) Há 
6.35) a) m=<=-1ioum>i b) 1 <m<1 


6 dá) Para que fix) = x deve-se ler x > O: são seus pontos-fixos 
O zera da função é x = O. 


545) a) 2:22: 1 


J26 


c) DD=R-(3 K)=R. 
d) (Xe R|x=-20u2sx<3) 


6.46) a) 


(O=R. (f)=R. 


HE) =(-2, +<[ 
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647) a) 


x2>0 f(x)=x x>0: f(x) =2 
x<0: f(x)=0 x<0: f(x) =0 
D(f) = IX, f) = R. D(f) = IR". M(f) = (0; 2) 


c) 


x>1; f(x) =x 
x <1 f(x) = —x 
D(f) = R — (1) 1) = 1-1, to 
648) a) [-2; 2] c) I(g) = [0; 2] 


d) [-2; 0] 


f(x) = O: g(x) = f(x) 
fx) <0: g(x)=0 
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6.49) a) 


bd) MB =[3; te 


6.50) a) 


=1:/ 


b) Kf)=[-1,1] 


6.51) 


If) = [2, +erl 
desenhe y=2ey=|x|e considere a curva que estã “por cima”. 
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6.54) 


6.55) 


6.56) 
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d) O(f)=[-1:1) 
Kt) = [1.2] 


c) 


6.57) a) 


b) D(f)=[-1:1[ 
(= [0:10 €-1) 
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d) [0:10 (-1) 
e) S=D(f) 
f) 


9) S=[-1:;0[ 


x>21 x)=x+1 
x=1:M(x)=0 
x<1 Kx)=-x—1 


6.59) 


6.62) a) a=-1,b=0,c=-—1 
b) a=1,b=-2,c=2 
c)ja=-2.b=-6c=0 
d) a=1,b=c=0 

6.63) -1;-1;1 
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6.64) a) 


6.70) m<-40um> 4 


6.71) a) Ra e)1e3 
b) =. h 3 
4 
c) não há zeros g) não há zeros 
dj) O 
6.72) a) 1e5 
b) 1 


c) não há ponto fixo 
6.73) k<-2 ouk 22 
6.74) k=0ouk=1 
6.75) -3<k<3 


6.76) m=0: 1 ponto fixo x= 1 


:1 ponto fixo x = 2 


3 
A 
Al> Ala Aja 


: não hã pento fixo 


3 
v 


: 2 ponto fixos 
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677) 


(sugestão: calcule à e use a relação Va? +b? .h=a-b) 
6.78) Note que. If(x) = f(x), sef(x)20edaiS =[5,6] 


679) b) b=0:S=(0) 
b=0:S=R-(1,-1) 


6.89) a) emx=2 ym=—4 d) emx=0,ym= 
b) emx=2,yu=5 e) emx=0,yu= 
c) emx=-5,ym=-33 

6.90) m=4 

6.91) m=-1 


1- 13 


6.92) (sugestão: = =-2emm-1<0ms 
a 


2 


6.93) a=1,b=-2ec=3 
694) b=-2ec=3 
6.95) (2;4)e (-1; 2) 


2 
6.96) a 


697) x=y=4 
6.99) 100 
6.100) m=1 


6.101) a) b) 
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1 
0 


— 
N 
o 
— 
o 


6.103) 
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6.104) 


6.105) 


k< - > : 2 soluções; k = >: 3 soluções; - <k<-: 4 soluções 


k=- 1. 3soluções; -1 <k<1:2 soluções; k = 1: 1 solução 
k > 1: nenhuma solução 


6.106) Note que. x? =[x—1| 


6.107) 


6.108) a>0,xy= = ob>00<0; b?-4ac>0;a-b+c>0l(façax=1e note 
a 


quef(1)>0))a+bsc>0a-2b+4c=0 


6.109) 


Kf) = [3; 4] 
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8.110) 


8.111) 


8.112) 
6.113) 


8.117) 


6.118) 


8.119) 


6.120) 


6.121) 


6.122) 


6.123) 
6.124) 
6.125) 


6.129) 


8.130) 


a) [-É+e] d) [-5:+* 


b) R. e) [B; +ol 
dra 

c) |» e f) R. 

16 


a>0;t<o0, b2-ac<o0 mi-en>o0; cb? — 2mab + na? > 0 
-2<m<2 


a) x, <1<x Cc) x1<x<6 
b) m<m<3 Jd) 3<x<xa 


0O<m<g4 


mz 


- 11 
22 <m<— 
J ss 


a<- 

m<0-1<x<t<2<x<3I 
O<m<I-i<i<m<2<3I<x 
t<cmmute-A<i<xm<2<3 

Pp<xisq<ex<r 

f(o) Hp) < 0220, 2F(a)f(B) < 0 > [af(a)]-[af(p)) < O... 


dese 
2 


a) a>0 b) a<0 


8) = [13 + 
337 


8.131) 


6.132) c) +1 


6 133) 


"x 


6.134) Note que: Jem = Ea 
x x 


6.135) 


6.136) Desenhe o gráfico de y = [x] e faça uma reflexão em torno de Ox da parte 
do gráfico que está abaixo de Ox. 
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6.137) 


— 
co 
o 
-— 
o 


6.139) 


b) 


a) [3; 4[ 


6.140) 


N 


6.141) 
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6 142) todos os inteiros são pontos fixos 


Capitulo 7 
75) a) V=(-5,4) b) V=(0;-7) co) V=(8 
76) a) V=(5,-2) e) V=(4,8) 
bj) V=(0;4) d) V=(3) 
]9.2) 
Ra (35/15) 
7.8) aj V=(3) b) V=[1) 
79) a) V=(5-5) b) V=(0:1,3) 
7154 a) V=]á to e) V=]d;+ol 
b) V=[4; + f) V=[4; + 
e) V=to 9) V=]- cod 
dd) v= (4) hj V=]- co; 4] 
716) a) V=xeR|xs—Tvxa 11) 
b) vd 
22 
titia) V=fxeR|-Bexa2vIcx<5) 
b) V=[-3:6] 
e) V=[-3,8 
f 
7.18) a) V=]40D +» c) VelxeRixe-tve> 5) 
DO BR 
o ve 
7.20) a) V=(xeR|-1<xs0v7<x<8) 
b V=xeR|-2<x<0vica<3 
f o 
7.21) à) ve front cxea] 
b) V=(xeR|x>2) 
1 g a 
7.23) a) v=[xeRigsasS) ce) V=]B +el 
b) V=8 d) V=[8; + 
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7.26) a V=(xeR|xs0Ovx2z4) 
b) V=(xeR|x<0vx>4) 
c) V=(xeR|x<-2vx>6) 


( ele 
7.27) a) V=ixeR|xs NES yo? 


| 
») v=[-D:9 
6 

17 1 15 1 
7.32) a =— =- d) x=— ey=-— 
) a) x da di ) 7 *Y=5 
b) x=5ey=4 e) não é possivel 
Cc) x=6ey=1 f) não é possível 


733) a=2eb=3 


Capitulo 8 


8.3) f+g=((1,4),(2:6) (3,4) 
f-g=((1,0), (2; 0), (3; 4)) 
f-g=((1;4), (2,9). (3:0)) 


Lune) 
g 
8.4) 
| a sl 
4 > 
> ARE 
ES 
f+g f-g fg g 
Adotamos por definição CD = R. 

8.5) D(f+g)=R t+g(g=x+2-1 
D(f-9)=R (E-g)()=x-*-1 
D(f-g)=R (eg) ()=x02-1) 

CEA (tn x 

Dj-|=R-(1,-1 — -— 

(5) (1:-1) 5) = 25 
[8 


8.6) a) D(f+9)=D(f-g)=D(f:g)=R;D|-|=R-[0:1[ 


(9) 
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(E + 9) = [e] + dx]; (F— 9) DO = x] = [x]; 


E-gr= x poi [) 00 e é 


[x] 
b) 


8.17) (01, 4) 


818) a) 4 c) 1 
b) 19 d) —11 
819) à) R d) (x= 17 +1 
b) EK e) E 
c) R 19 x 
820) a) E d) ix] 
b) Re e) R. 
co) R ) (vz? 
B.21) 2) xeR|xs-lvux> 1) d) Ix 
b) R e) R 
c) xeR|xs-1vxz1) b x) 
x 
822) a) R d) E 
b) R=-(-1) e) R-(-1) 
c) = (5) Db «x 
823) a) txeR|xz1) d) sã 
vXx=1 
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8.24) 


8.25) 


8.26) 


8 27) 


8.28) 


8.29) 


8.30) 


8.31) 
8.32) 
8.33) 
8.34) 


b) 
Cc) 
a) 


b) 


c) 


a) 


b) 


Rº 


XeR|x>1) 


R* 
R* 
0, 8,-1,12 
-2x, se x<1 


at = 2x, se x>1 


x+3 


a) 
b 


ç) 


Ix| + 2 


4, 4 


(a-1)d=b(c-1) 


e) 10:1) 

f) J=% 
x 

d) x* 

e) R* 

px 


|-2 Xx< 


f(g(x)] = p 
2X, Xx>— 
2 


b) (3x +4)= 3x) + 4 


e) 


9) 2 
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d) 2x+4 


[ x ê 
8.35) fx) =; — 
1=x 
8.35) 3) 11; 10; 12 
2x+1, se x É impar 
2x +42, se X É par 


8.37) a) par 
bj impar 
c) par 


6.38) zero 


841) Sejaxe E; façamos fi)=y o(y)=zehiz)=w 
[th 9/21 09) = (ho g) (x) = (hºg) 6) =hig(y)]=hiz)=w 
[no(gef] bO=hgof(x)]=h tg fog) j=h [90y)] =htz)=w 


apítulo 9 


2.8) a) não se classifica 
b) sobre e não in 
Cc) ine não sobre 


29) a) não se classifica 
Db) ine não sobre 


c) bijelora 
9.10) a) não se classifica dj não se classifica 
b) sobre e não in e) sobre e não in 
Cc) bijetora f) sobre e não in 
211) y= S não é imagem de nenhum x, 


9.12) Não é injetora: O é imagem de infinitos valores de x. f é sobrejetora, pois 
para todo y e CDif) existe x = 2y, tal que f(x) = y. 


a O! AN a a 
9.13) (a)-12- r (não é injetora); f(ij= 2 


9,14) não existe x | fix) = 1, existem 2 valores de x. tal que fix) = —1, 
9.15) R. 


9.16) 2 
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9.17) 
9.18) 
9.19) 
9.20) 


9.21) 


9.27) 


9 28) 


9.29) 


9.30) 


9.31) 


9.33) 
9.34) 
9.35) 


pP2qp<ap=q 
6 
6 
6 


Como g é sobrejetora, para todo z e E existe y e E | g(y) = z; como f é 
sobrejetora, para todo y e E existe x e E tal que f(x) = y. 
Logo, para todo z e E existe x e E, tal que: z = g(y) = glf(x)] = (g * (x). 
Pratt dy-B 

a a 
(a=1eb=0)ou(a=-1 eb qualquer) 


a) FUER, RT 'O)=-Vx 


o) 


« 


b) FUR-GSR-A(E()= 


wos 


[nº] 


X 
o) FURSR Po Yx-1 
ad) fitxeR|ix2-DoR$tO)= Jx+1 


1 
PER A()SRE E O)=— 
e) R=-()>5> RFO) Sm 


a) RSR; ty) = Rs 
x-1 


b) xex 


Vx+1,sex2-1 


frRSR E bo)= 

x+i sex<-1 
m=2 
f(x) = f(x); para que f seja bijetora. 


a) 


b) Retas encontram o gráfico 
de f em um e somente um 
ponto, portanto a função é 
bijetora 
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q RS E ql 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


Parte | 


1.1) 


12) 


1.3) 


14) 


VE (O 1) (1: —4)) 


[pJa[r [-|pral-ena | p= 
v F v 


“pa qo(pv-ro 


voy F 
v IF 
FIV 
FF 
vi y 
VI F 
Flv 
F|F 


Parte Il 


111) 


12) 


11.3) 


11.4) 


11.5) 


| 49 Ed 

a) |-—; — 

| 10 3 

b) [1 al 

o) 

a) 22 ce) 35 
b) 24 dy 7 
a) E. 


a) KeR|-5sx<0ou5<xs7) 
b) & ; 
c) xeR|-5<x<0o0u v2 sx<7) 


S = (0) 


S=ixeR|x<-Soux>-1) 
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11.6) ve(ss5) 


17) (x + Dix— GÊ + 1x2 + dx + Dix — 2) 


8) V=xeB|-D2ex<ivi<xe2 


19) jrerixe-zu tese Tvicactva=2) 


1.10) 4 
Parte II 
tá ê 
11) n(n+ 1] 
2 


mz) Co=(X|ixeZanaxnN0O=(x|xeZax—-Dé divisivel por3j=([.. —5,-3,0, 
3, 6) 


NL3) a) R=((9,1),46.2).(3:3)) 
Db) DS =(9:6,3E MM) =(1:2,3) 
e) Wo! =((1, 2) (2,6) (3: 3) 


ig) à) (xeR|xs-20u-1sx<0) 
db) =, [40,20 ]2, 4] 


H1.5) 
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111.6) 


111.7) 


W.8) -— <m<-3 
49 


1.9) fti)=-1ef(2)=1 (vejaex 6.112) 
m<01<x<2<x 
m>0x<1i<x<2 


111.10) 


11411) 
a 


1.12) p=00u(p>0e-2<sa<o0) 


111,13) 


2 


100 
Wt.14) Note que f(x) = Dida faça x=1 2,3,..., 100 e some: bis 
x x+1 101 
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11.15) 


—À boreceneveca 


Kf) = 0: 2) 


Parte IV 


NV 1) S=(4) 
V2) S (5) 
4 


V.3) m<0:S=Q9 
m=0.S=R. 


m>0.S= -2) 
3 


Iv.4) s=[renigexe 


IV.5) S=[xezizex<3) 


V.6) S=(xe R|-2<x<0) 


IV.7) Sea<b<aV2:2 raizes 
Seb<a: 1 raiz 


Iv.8) S=(xeR|-1<x<0) 
IV.9) S=(xeR|0<x<810ux2z 1296) 


N10)S=(xeR|x>-1) 
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v.11) E = ejnentiox 1558 


t+ J5 1+ 45 
OU Xa—— 
2 2 


MiZ)B 5-1, 45 +1 


s+d -b 


14) ei ja e “O. vbesd=a-b se s é racional enlão g="5. Ê 


+d. 
racionale da = —. ê racional: absurdo! Ete. 


Aº-— B deve ser um quadrado perfeito; 3/3842. 


Parte V 


v.3) 


V.4) 


V.5) 


v.6) 
V.7) 
VB) 


V.9) 


Sejam x, & X> dois elementos quaisquer de E e suponhamos que f(x) = f(x2): 
como gof= temos: 
= le(xa) = (g 0 f) 6x5) = gli(x:)] = g[ftx2)] = (9 < f) (x2) = Jetxo) = x2 


O que mostra que fé injetora. 
Se x é um elemento qualquer de E, então y = f(x) pertence a F e temos: 


x =Ie(x) = (g0f (x) = gl[Hx)] = gty) e dai g é sobrejetora 


Seja f uma função bijetora; então F! é uma função de Femfe cex 9.28 
mostra que se escolhermos g =f tem-se g-f=le e É gel. 
Reciprocamente, suponhamos que a função q satisfaça: g 'f=igef g= 

e mostremos que f é bijetora. Se gºf= Ie. então f é injetora (ex. V.3) & 


fog =; então fé sobrejetora (sx. V.3). 


Do exercício anterior, basta mostrar que. 

tgoonotr'ogh=Is 

etrogotgof)=le 

Temos: f'cf=Ig fer'=In g/cog=Ip e geg'= 

Então: tm og ojg0oh = (og Noglef e 
comitila|nadade (er B dl) 

= [º atglogof = [Moyjof = [tof= e ete. 

aj O b) nk 

HOj= 1 

1,-1,0 


a) R 
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e) Mi= [4 +] 
V10) g(xj=c 


vi a tos |) 
D) 


c) S=[xe Z|xé impar) 
d) [0,8] 
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AEditora VestSeller tem o prazer de reeditar a Coleção Noções 
de Matemática, uma obra prima composta por 8 volumes, que 
trata de todo o conteúdo da Matemática do Ensino Médio de 
forma primorosa. 


ada volume contém teoria completa e detalhada, com 

excelente profundidade, incluindo demonstrações de 
propriedades e de teoremas relevantes para o sólido 
aprendizado do estudante. 


Adicionalmente, a grande quantidade de exercicios resolvidos 
e propostos, em cada capítulo, farnece ao leitor os meios 
necessárias para uma excelente fixação do conteúdo. Todas as 
respostas são fornecidas ao final de cada livro. 


55 "puintes volumes integram essa coleção: 


Volume 1: Conjuntos e Funções. 

Volume 2: Progressões e Logaritmos. 

Volume 3: Trigonometria, 

Volume 4: Combinatória, Matrizes e Determinantes. 

3: Geometria Plana e Espaciai, 

Volume 6: Geometria Analítica. 

Volume 7: Números: is e Polinômios. 
] s Volume 8: Intradução ao Cálculo Diferencial e Integral. 
fo he = 
Essa coleção é indicada para professores e estudantes de 
- ensino médio, em especial para aqueles que buscam um 
es " aprendizado de nivel médio a alto, compatível com ps exames 

dos vestibulares mais concorridos do Brasil, dentre eles as 

escolas militares IME elTA. 


wwwvestsellercombr 


